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À Marie,À mes parents,
Une théorie scienti�que valable est capable d'être résumée, sous uneforme simpli�ée mais sans déformation, en un langage clair et univer-sellement accessible. L'idéologie ne peut soutenir une pareille mise ànu sans risquer de perdre l'e�et magique qui est attendu d'elle. À cotédes exposées populaires de propagande, il faudra donc composer d'autresexposés qui leur serviront de garantie et de caution. Ils ne di�érerontpas des premiers par la profondeur ou l'extension, mais par l'obscurité.Toujours le mot rigueur se rencontrera à chaque page. [...] Ce dont lapensée idéologique veut faire l'économie, c'est de tout ce qui, dans l'ac-tivité scienti�que véritable, repose sur une résolution du complexe d'×-dipe : l'angoisse de la recherche, la prise en compte du savoir passé, lapatience et le respect des délais, l'acceptation de l'incomplétude.Marie-Joseph Le Guillou, o.p, in Le Mystère du Père.
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AVANT-PROPOSPRÉSENTATION DU PROBLÈME DETOMOGRAPHIE D'IMPÉDANCE ÉLECTRIQUE
1 IntroductionLa tomographie d'impédance électrique (TIÉ) consiste, au moyen d'électro-des, à injecter des courants dans un corps et à recueillir les tensions résultantes surson pourtour, a�n de pouvoir déterminer la distribution de conductivité de ce corps.Bien qu'également utile en contrôle non destructif, la plupart des applications et desrecherches concernant ce moyen d'investigation se trouvent en imagerie biomédicale. Ene�et, il existe des contrastes de conductivité importants à l'intérieur du corps humain,principalement dus à des di�érences de salinités entre les liquides contenus dans les organesainsi que ceux situés entre ces derniers. On trouve ainsi des applications pour l'imageriedes poumons telles que la détection d'épanchements de la plèvre, d'embolies, d'÷dèmeset la surveillance respiratoire dans des unités de soins intensifs. D'autres utilisations sontaussi envisagées comme la détection de tissus cancéreux (en particulier pour les tissusmammaires) ainsi que la surveillance de changements physiologiques comme le cycle car-diaque. Comparée à d'autres méthodes d'imagerie telles que la tomographie à rayon X,l'imagerie par résonance magnétique (IRM), la TIÉ fait �gure de parent pauvre car la réso-lution qu'elle o�re est bien moindre. Toutefois, sa mise en ÷uvre matérielle est plus aisée,plus économique (et souvent moins dangereuse pour le patient). De plus, il faut noter quela connaissance de la distribution de conductivité constitue un apport de renseignementcomplémentaire par rapport aux techniques d'imagerie plus traditionnelles.La TIÉ est aussi utilisée en prospection géophysique. Les latérologues des compagniespétrolières contiennent en particulier des électrodes destinées à l'analyse aquifère ou pé-trolifère des milieux souterrains.2 Contexte historiqueLes aspects et les orientations de la recherche en TIÉ sont variés. De nombreuses étudess'attachent à améliorer les instruments nécessaires à l'acquisition des observations : les1



2 AVANT-PROPOSgénérateurs de courants, les électrodes et l'interfaçage informatique. D'autres se consacrentà l'étude théorique des propriétés des solutions des équations modélisant l'expérience.En�n, d'autres, s'appuyant en particulier sur les résultats des précédents, � traitent �les signaux collectés lors de l'expérience et proposent des méthodes de reconstructionde la distribution de conductivité recherchée. Cette subdivision en trois domaines de larecherche en TIÉ, (instrumentation, mathématique et traitement des signaux) n'est pasune simple vue de l'esprit. Certes, il est clair que celui qui e�ectue l'expérience envisageun estimateur de la conductivité, et que le théoricien ne manque pas de suggérer desalgorithmes de reconstruction (cf. par exemple [Kohn et McKenney 1990]). Cependant, ladi�culté intrinsèque du sujet, la variété des approches pratiques envisageables (injectionsde courant continus ou alternatifs, utilisation de courants induits...) n'ont pas permis, àproprement parler, la constitution d'une communauté �uni�ée� de TIÉ 1.Du côté expérimental, les travaux fondateurs datent des années 70 (avec par exemple[Tasto et Schomberg 1978]). Les auteurs proposent principalement, pour obtenir leurs re-constructions, d'utiliser des méthodes de rétroprojections. Sur le plan théorique on peutremonter beaucoup plus tôt dans le temps puisque, nous le verrons, le problème revientà résoudre une équation aux dérivées partielles elliptique. Toutefois, les recherches ma-thématiques avancées, concernant directement la TIÉ ne débutèrent que dans les années80. Si ces travaux apportent des résultats théoriques importants sur le caractère mal-posédu problème (cf. chapitre II), leur portée pratique en vue d'un traitement numérique de-meure limitée car elle ne prend pas en compte les instabilités numériques résultant de laprécision limitée des calculateurs. En 1987, Yorkey et al. s'appuient sur la minimisationd'un critère des moindre carrés pour estimer la conductivité. L'avènement de moyen decalculs puissants permet en e�et de mettre en place un traitement présenté sous une formealgébrique, en particulier grâce au développement des méthodes d'éléments �nis (MÉF).En 1990 apparaît l'ouvrage [Webster 1990] qui constitue un premier et remarquable e�ortde synthèse pour les applications dans le domaine 2. Dans [Hua et coll. 1991], les auteurs,relevant le caractère mal posé du problème de TIÉ, introduisent un terme de régularisationdans leur méthode d'estimation. Toutefois, cette régularisation, qui apparaît pour pallierles instabilités numériques, s'avère limitée car elle n'est pas employée explicitement en vued'introduire des informations a priori susceptibles d'améliorer la résolution du problème.C'est au moment où débute cette étude en 1994 qu'apparaissent avec [Cohen-Bacrie 1994],dans le cadre de l'approximation linéaire du problème, des méthodes de régularisationbayésiennes. Leur utilisation, désormais classique pour les problèmes linéaires d'estima-tion, permet en e�et de satisfaire simultanément l'exigence de stabilité pour obtenir desméthodes robustes d'estimation d'une part et la possibilité d'introduire des informationsa priori pour améliorer la qualité de l'estimation d'autre part.1: Des e�orts dans ce sens ont été entrepris récemment avec la création d'un site internet spéci�quementdédié à la TIÉ : http://www.physiol.ucl.ac.uk/eit/index.html2: Le lecteur pourra en particulier s'y référer pour obtenir une première liste de groupes actifs travaillantsur le sujet à cette date.



3. Cadre scienti�que et motivations de l'étude 33 Cadre scienti�que et motivations de l'étudeLa présente étude s'inscrit dans l'activité du Groupe Problème Inverse (GPI) du La-boratoire des Signaux et Systèmes (LSS). Cette activité porte en particulier sur l'étudede méthodes de résolution de problèmes inverses mal-posés. En traitement de donnéesexpérimentales, on dispose de données numériques témoignant, de manière indirecte etsouvent déformée et incertaine, d'un milieu que l'on cherche à caractériser. En règle gé-nérale, on est capable, à partir d'une modélisation physique du phénomène observé, desimuler les observations à partir d'entrées connues et ce, souvent avec une relativementbonne �abilité. C'est la résolution du problème direct. Nous nous y intéressons en vue derésoudre le problème inverse qui consiste à retrouver l'entrée à partir de la sortie (et quiest beaucoup plus délicat à résoudre). Le point de vue problème direct/problème inversen'est pas particulier à des domaines d'applications spéci�ques. Il peut permettre d'appro-cher de nombreux problèmes de traitement de signaux réels. Le caractère mal-posé peutprovenir, soit d'une insu�sance de données observées, soit d'une instabilité intrinsèquecaractérisée par le modèle. Les données ne permettent pas, dès lors, de reconstruire l'ob-jet initial. Une manière désormais répandue de résoudre ce type de problème consiste àrégulariser : l'introduction d'une information a priori , dans le cadre d'une approche bayé-sienne par exemple, permet, sinon de trouver la solution exacte de l'inversion, du moins deproposer des reconstructions situées à l'intérieur d'une classe de solutions admissibles. Laconception théorique de méthodes d'inversion et leur mise en ÷uvre algorithmique sontun des axes de recherche privilégiés au sein du GPI.Nous nous intéressons ici à un cas particulier de TIÉ : la reconstruction bidimension-nelle d'objets fermés, soumis à des courants continus (ou basse fréquence). Les motivationsde ce travail sont les suivantes :� Une analyse bibliographique succinte révèle que la résolution des méthodes dereconstruction développées en TIÉ jusqu'alors ne permettaient pas, en pratique, de fairemieux que détecter des défauts d'homogénéité à l'intérieur du milieu analysé. De fait, leproblème commence seulement à être envisagé sous l'angle problème inverse mal posé.Une analyse du caractère mal-posé du problème, ainsi que l'introduction, dans le cadrebayésien, d'une régularisation judicieuse, laissent entrevoir une amélioration notable de larésolution ;� Ce problème s'inscrit dans un nouvel axe de recherche au sein du GPI, initié dès1993 avec la présente étude en TIÉ ainsi que celle d'Hervé Carfantan en tomographie dedi�raction ([Carfantan 1996]) : le développement de méthodes de reconstruction associéesà des problèmes directs non linéaires. En TIÉ, cette non linéarité est liée au caractère nonrectiligne des lignes de courant pénétrant dans le milieu conducteur. En règle générale,la prise en compte de phénomènes non linéaires est plus coûteuse en moyen de calcul.Toutefois, l'augmentation de la puissance des calculateurs ainsi que le choix de méthodesadaptées (telles que la MÉF en TIÉ) permet désormais d'envisager de telles études. En



4 AVANT-PROPOSparticulier, dans le milieu industriel, on observe un intérêt croissant pour des méthodesd'imagerie par courant de Foucault ou de tomographie d'impédance pour des domainesin�nis.� Dans [Tarantola et Valette 1982], l'auteur estime que, pour la résolution de pro-blèmes inverses, l'étape de discrétisation doit apparaître le plus tard possible et ne doitpas servir pour le développement des calculs. Ce point de vue apparaît comme une réponsesensée aux arguments de Rutherford pour lequel : � qualitative is nothing but poor quan-titative.� Il apparaît en e�et que les aspects analytiques de la modélisation contiennentdes informations qualitatives importantes (en TIÉ, ce sont des informations de continuité,di�érentiabilité, ellipticité...) qui sont susceptibles de disparaître au cours d'une étape dequanti�cation numérique telle que la discrétisation. Nous adoptons cependant ici un pointde vue di�érent. En e�et, les données de l'expérience sont d'abord des données quanti�ées.Ensuite, pour un problème inverse non linéaire tel que la TIÉ, les traitements e�ectués àpartir de considérations analytiques sont limités à quelques cas très simples. De plus, l'uti-lisation de méthodes de résolutions numériques d'équations aux dérivées partielles, tellesque la MÉF, limite les erreurs de discrétisation, tout en o�rant une capacité d'adaptationleur permettant de � coller au plus près� à la réalité expérimentale. En�n, l'utilisationde la régularisation permet, par l'introduction d'informations qualitatives a priori , derecti�er �nalement le dé�cit qualitatif dû à la discrétisation, tout en facilitant la conver-gence des méthodes d'estimation. Mentionnons toutefois (cf. les études de Tikhonov oude Nashed) que la théorie de la régularisation n'est pas limitée à l'étude de problèmesdiscrets. Néanmoins, le cadre algébrique discret permet d'éviter celui de la minimisationfonctionnelle qui, s'il s'avère nécessaire à la construction du problème direct (cf. chapitreII), semble en revanche d'un emploi plus délicat pour la résolution du problème inverseprovenant d'une modélisation directe non linéaire tel que la TIÉ.4 Expérience de tomographie d'impédance électriqueDans ce travail, nous nous consacrons à l'étude de la TIÉ dans le cadre de l'hypothèsequasi-statique (les courants imposés sont de très basse fréquence et sont modélisés commedes courants continus). La modélisation est opérée sur un objet de taille �nie, en dimension2, ce qui suppose que le milieu étudié possède une certaine symétrie cylindrique. De plus,la conductivité du milieu est supposée isotrope.Nous nous limitons ici à une expérience comportant des relevés de tensions et decourants sur la seule face externe de l'objet (même si où l'objet est creux, il n'y a pasd'électrodes à l'intérieur). En pratique, les expériences peuvent être menées à partir d'uneceinture d'électrodes entourant l'objet (cf. Fig. .1) ou bien de quelques électrodes seule-ment, imposant les courants et mesurant les potentiels, auquel cas leur déplacement autourde l'objet et l'utilisation du théorème de superposition permettent de se ramener à desdistributions de courant et de tension générées � continûment� autour de l'objet. Nous



5. Plan de l'étude 5revenons sur ce point au début du chapitre III.Électrodes de mesure de potentiel

Électrodes d'injection de courantFig. .1 - L'expérience de TIÉ considérée consiste à imposer des courants et à mesurerdes tensions autour du milieu dont on cherche à reconstruire la distribution de conduc-tivité. On peut, par exemple, utiliser une ceinture d'électrodes (schématisée par la lignetiretée) comportant alternativement des électrodes d'injection de courant et des électrodesde mesure de potentiel.5 Plan de l'étudeNous présentons ici notre étude en deux parties. Dans la première partie, nous nousconsacrons à la formalisation du problème en présentant les di�érentes étapes de mo-délisation du problème direct et du problème inverse. Pour construire le simulateur nu-mérique du problème direct, nous utilisons la MÉF. Un des freins à l'utilisation de laMÉF est qu'elle nécessite des outils informatiques adaptés pour être mis en ÷uvre ai-sément par l'utilisateur. Ainsi, la décennie 80 a vu apparaître nombre de logiciels telsque Modulef, spécialement dédiés à la résolution par la MÉF d'équations di�érentiellesou d'équations aux dérivées partielles. L'inconvénient de ces outils est qu'ils apparaissentcomme des �boîtes noires�, peu souples pour être utilisées directement pour la résolutionde problèmes inverses. La MÉF est un outil désormais couramment utilisé en TIÉ. Notrecontribution dans le présent travail, outre notre propre mise en ÷uvre de la MÉF en TIÉ,réside essentiellement dans les points suivants :� Montrer, de manière quantitative et qualitative, que la MÉF fournit un modèledirect (ou simulateur) du problème de TIÉ possédant un excellent rapport précision/coûtde calcul ;� Donner une formulation algébrique de ce modèle direct MÉF qui soit spéci�que-ment adapté à la résolution du problème inverse. En particulier, nous mettons en avant



6 AVANT-PROPOSla dépendance linéaire la matrice de rigidité du problème par rapport au vecteur desconductivités, ce qui s'avère primordial pour la seconde partie de notre travail.Ceci nous permet de mettre en ÷uvre simplement nos méthodes sur un logiciel de calculalgébrique courant tel que Matlab. Réciproquement, nous montrons comment les principesgénéraux de résolution des problèmes inverses, tels que l'analyse bayésienne, s'adaptentparfaitement à l'utilisation d'un modèle direct construit par MÉF. En particulier, l'utilisa-tion �traditionnelle� des champs de Markov sur des pavages cartésiens est ici transposéeà la structure triangulaire des maillages adoptés pour la discrétisation MÉF.Dans une seconde partie, nous commençons par mettre en ÷uvre une méthode d'es-timation de type maximum a posteriori (MAP). Nous nous appuyons sur la formulationdu problème direct établie dans la première partie pour donner une formule algébriquesimple du gradient des observations par rapport à la conductivité. Disposant de ce gra-dient, nous construisons, pour déterminer le MAP, une méthode d'optimisation adaptativee�cace appelée gradient pseudo-conjugué. Les résultats obtenus par simulation attestentl'amélioration signi�cative des estimations obtenues, aussi bien du point de vue de l'ef-�cacité algorithmique que pour la qualité et la robustesse des reconstructions. Dans unchapitre plus prospectif, nous établissons une autre modélisation du problème direct, ap-pelée modélisation jointe, permettant de préciser la nature de la non-linéarité du modèledirect : celui-ci apparaît alors comme un problème direct bilinéaire sous contrainte bi-linéaire. Nous tirons dès lors parti de ces propriétés, ainsi que du caractère creux dela matrice de rigidité du problème, pour construire une méthode d'estimation originaleen TIÉ appelée MP-EGP : estimation de la moyenne a posteriori (MP) fondée sur uneméthode d'échantillonnage de Gibbs pondéré (EGP).



Première partieFormalisation du problème inversede tomographie d'impédanceélectrique





La résolution du problème inverse de tomographie d'impédance électrique (TIÉ)fait appel à un certain nombre d'outils méthodologiques, analytiques et algébriques.Ces outils sont habituellement développés et utilisés dans des communautés scienti�quesspéci�ques et distinctes de sorte qu'il nous a semblé important d'en présenter une synthèse,en trois chapitres, spéci�quement orientée vers la TIÉ.Nous commençons, dans le chapitre I, par présenter le cadre méthodologique généralde traitement de données numériques expérimentales dans lequel nous nous plaçons parla suite. Nous présentons d'abord les di�érentes étapes intervenant dans la constructiondu modèle numérique des observations. Puis nous rappelons les di�cultés propres à larésolution des problèmes inverses (en particulier dans le cas d'un modèle non linéairecomme la TIÉ) et les méthodes de régularisation utilisées dans les méthodes d'estimationde l'objet recherché.Les deux chapitres qui suivent détaillent la construction du modèle direct utilisé pourl'inversion dans la seconde partie de cette étude. Dans le chapitre II, nous présentons,à partir des équations de la physique, la modélisation analytique couramment utiliséeen TIÉ. Nous voyons en particulier qu'il n'existe pas d'expression explicite permettantde résoudre le problème direct. L'emploi d'une approximation algébrique de ce modèleest donc nécessaire, d'autant que nos travaux se situent dans le cadre de traitement dedonnées numériques. Dans le chapitre III, nous détaillons donc la résolution algébriquedu problème direct de TIÉ par la méthode des éléments �nis (MÉF). Nous soulignonsles propriétés de cette modélisation ainsi que sa très bonne capacité d'intégration dansle cadre des méthodes algébriques de résolution de problèmes inverses d'imagerie. Enparticulier, nous montrons que l'utilisation de l'approximation MÉF que nous préconisonsen TIÉ réalise un excellent compromis entre la précision numérique et la facilité de calculpour être utilisable e�cacement dans les méthodes d'inversion.
9
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Chapitre I
MÉTHODOLOGIE DE LA MODÉLISATION ETDE L'ESTIMATION POUR LES PROBLÈMESINVERSES

1 IntroductionDans ce chapitre , nous donnons le cadre méthodologique général dans lequel nousnous plaçons pour résoudre le problème de tomographie d'impédance électrique(TIÉ). La problématique des problèmes inverses consiste à caractériser un milieu de ma-nière indirecte (tomographie, contrôle non destructif...). Le but de ce traitement peut êtrespéculatif : il s'agit alors de (mieux) connaître le milieu en question (astronomie, imageriesatellitaire...). Le but du traitement peut aussi être pratique : dans ce cas, il s'agit pourl'utilisateur de prendre une décision (pour un chirurgien, opérer ou ne pas opérer, pourune compagnie pétrolière, forer ou ne pas forer...).L'utilisateur dispose d'abord pour cela d'informations a priori (essentiellement quali-tatives) traduisant ses connaissances et son expérience (en médecine, ce sont par exempledes connaissances anatomiques, en géologie, ce peuvent être, à partir de la nature desroches, des connaissances sur la strati�cation du milieu...).L'utilisateur dispose ensuite d'informations quantitatives (ou numériques) résultantd'un phénomène naturel propre au milieu (rayonnement) ou d'un phénomène provoquéarti�ciellement sur le milieu (e.g., une expérience de tomographie).Certains de ces phénomènes fournissent des données brutes directement interpré-tables dans l'optique de l'utilisateur (c'est souvent le cas en photographie par exemple).Dans de nombreux cas néanmoins, les données brutes témoignent de manière dégradée[Demoment 1989] du milieu que l'on cherche à caractériser. C'est particulièrement le casen TIÉ où la mesure de courants et de tensions à la surface d'un objet n'est pas directe-ment interprétable pour caractériser son comportement résistif interne. Un traitement estalors souhaitable faisant intervenir un modèle numérique de cette dégradation physique.La mise en ÷uvre de ce modèle est appelée résolution du problème direct. Toutefois, le butdu traitement est de � remonter� des données observées à la grandeur caractéristique : ils'agit de la résolution du problème inverse. 11



12 CHAPITRE I. MÉTHODOLOGIE DE MODÉLISATION ET D'ESTIMATIONEn�n, dans un certain nombre de situations expérimentales, l'utilisateur a la possibilitéd'in�uer sur le dispositif expérimental de façon à améliorer le traitement des données : onparle alors de plani�cation ou d'optimisation d'expérience. Dans l'étude présente, nousnous situons dans le cadre d'un traitement de données a posteriori , i.e., sans possibilitéd'in�uer sur les entrées en cours d'expérience.Dans le paragraphe 2, nous rappelons la terminologie et la méthodologie dans lesquellesnous construisons le problème direct aux chapitres II et III. Dans le paragraphe 3, nousprésentons le cadre théorique bayésien dans lequel nous opérons la résolution du problèmeinverse en TIÉ.2 Modélisation du problème directNous présentons dans ce paragraphe le cadre de modélisation dans lequel nous construi-sons le problème direct de TIÉ, ou tout problème direct similaire. En e�et, des di�cultéssupplémentaires apparaissent à cause du caractère non linéaire de la modélisation al-gébrique du problème direct. Ainsi, nous remarquons que des erreurs de discrétisationsinterviennent systématiquement et que les observations se répartissent entre des entrées etdes sorties. Nous nous contentons ici de situer les quelques repères qui nous permettent devalider la construction du problème direct de TIÉ ou de tout autre problème similaire. Lelecteur désireux d'approfondir ces aspects pourra se reporter à [Kardestuncer et coll. 1987]ou à d'autres ouvrages de référence concernant la modélisation numérique de phénomènesphysiques.En traitement numérique de données expérimentales, la modélisation du problème di-rect consiste à construire un simulateur numérique de l'expérience. Le traitement étante�ectué à partir de données brutes numériques, il est important, pour que la modé-lisation soit la plus �ne possible, de modéliser complètement l'ensemble du dispositifà partir du vecteur contenant les entrées eobs jusqu'au vecteur de sortie sobs. Dans[Walter et Pronzato 1994], les auteurs appellent entrées les grandeurs par lesquelles l'uti-lisateur agit sur le dispositif expérimental (appelé par eux système) tandis que les sortiessont les autres grandeurs observables caractéristiques du système. Dans un premier temps,il semble que cette distinction entrée/sortie re�ète une approche super�cielle du phéno-mène puisqu'elle ne correspond pas forcément à un lien de causalité physique. Certes, enTIÉ, une description sommaire de l'expérience consiste à voir dans l'entrée des courantsimposés par un opérateur extérieur et dans la sortie des tensions résultantes relevées surl'objet. Toutefois, les interactions entre le générateur de courants, le milieu et les élec-trodes de mesure ont pour conséquence que les mesures sont ici les conséquences d'unéquilibre ou d'un état de fait dont elles ne sont que le re�et numérique, et non d'une réellecausalité physique. Aussi, avant de donner un sens plus rigoureux aux mots entrées etsorties, et éventuellement mieux situer ces relations de causalité, nous établissons d'abordun modèle, que l'on élabore à partir des lois de la physique.



2. Modélisation du problème direct 132.1 Les di�érents étages de la modélisationPour résoudre le problème inverse de TIÉ, nous partons du modèle direct analytiquedirectement construit à partir des équations de la physique (cf. chapitre II). Il revient àrésoudre une équation aux dérivées partielles non linéaire ne possédant pas de solutionanalytique explicite. Dès lors, l'étape de discrétisation constitue aussi une approximationqui fait apparaître une erreur dans la modélisation. De manière générale, la constructiond'un simulateur numérique passe généralement par un étagement de plusieurs modèles,construits par étapes, chacune d'entre elles faisant intervenir ces erreurs de modélisation(cf. Fig. I.2). Il s'agit, pour construire ce simulateur numérique, de parvenir à un boncompromis entre la �délité aux données observées d'une part et la souplesse d'emploien vue de l'inversion d'autre part. Nous proposons donc ici trois étapes de modélisa-tion pour construire le simulateur de TIÉ ou d'un problème direct non linéaire analogue.Ces étapes, dé�nies à partir de la terminologie courante des erreurs mentionnées dans[Kardestuncer et coll. 1987], nous permettent de bien situer qualitativement et quantita-tivement les di�érentes erreurs qui interviennent dans la construction du problème directde TIÉ aux chapitres II et III.
analytiqueModèlee

de sortie
s

e sx, inconnue
Modèledemesured'entrée Modèledemesure

Fig. I.1 - Le modèle mathématique comprend, outre une description purement analytiquedu problème (s = A(e; x)), des étages de modélisation des mesures numériques d'entrée etde sortie contenues dans les vecteurs e et s. Les entrées numériques e sont � sortantes �pour ce modèle car elles constituent une particularisation de la distribution e.� La première étape consiste à construire un modèle mathématique. Les lois de laphysique auxquelles on fait appel font intervenir (la plupart du temps) des grandeurscontinues. (En TIÉ, ce sont les équations de Maxwell et la loi d'Ohm, avec des grandeursprenant des valeurs dans R pour le courant et la tension, dans R�+ pour la conductivité). Le



14 CHAPITRE I. MÉTHODOLOGIE DE MODÉLISATION ET D'ESTIMATIONlien entre ces di�érentes grandeurs est alors obtenu en résolvant une équation (équationdi�érentielle, équation aux dérivées partielles...) reliant une distribution de sortie s à unedistribution d'entrée e et à la grandeur caractéristique inconnue x :s = A(e; x); (I.1)ce qui constitue un modèle purement analytique. Toutefois, les entrées et sorties observéesétant numériques, cela implique qu'elles sont en nombre �ni Ne et Ns et que chaquecomposante (réelle) est codée avec un nombre �ni p d'entiers. Notons Dp l'ensemble desnombres décimaux signés codables sur p entiers (comprenant mantisse et exposant). (Laplupart du temps, les calculs sont e�ectués en double précision, i.e., 16 chi�res signi�catifspour la mantisse). Le modèle mathématique doit s'attacher à relier, par des étages demodélisation de mesure des entrées et des sorties numériques (cf. Fig. I.1) de sorte que lemodèle utile s'écrit : s = Amath(e; x);où e 2 DNep et s 2 DNsp sont les vecteurs contenant ces entrées et sorties numériques. Pourla TIÉ au chapitre III � 2, nous choisissons pour ce modèle de mesure des points de e et séchantillonnés le long de leur support. En�n, il apparaît nécessaire, pour faire coïncider lemodèle mathématique avec les résultats expérimentaux, d'introduire une incertitude nu-mérique bmath 2 DNsp , appelée erreur de modélisation mathématique, comblant les dé�citsdu modèle mathématique de sorte que l'on peut écriresobs = Amath(eobs; x) + bmath: (I.2)Les dé�cits de ce modèle peuvent provenir de limitations propres aux lois de la phy-sique mais aussi d'approximations ou d'hypothèses restrictives supplémentaires destinéesà simpli�er la modélisation.� L'étape suivante dans la construction du simulateur consiste à discrétiser le modèlemathématique de façon à ce que l'inconnue x, approchée par une distribution xdisc, soitcaractérisée par un nombre �ni de variables réelles contenues dans un vecteur xdisc. Dansle cas général où l'équation (I.2) n'est pas linéaire en x (ce qui correspond à la situationnaturelle en TIÉ), l'équation (I.7) se réecrit :sobs = adisc(eobs;xdisc) + bdisc + bmath; (I.3)où adisc(eobs;xdisc) 2 RNs est un vecteur dépendant non linéairement du vecteur xdisc. Laméthode des éléments �nis (MÉF), pour laquelle nous optons dans la suite en TIÉ (cf.chap. III), est une des méthodes de discrétisation envisageables dans ce cas.� La troisième étape de la construction du simulateur consiste à implanter le modèlediscrétisé complet sur ordinateur. Si x 2 DNxp (resp. a 2 DNsp ) désigne l'approximation dexdisc (resp. adisc) sur les calculateurs, la modélisation comprenant le simulateur numériques'écrit : sobs = a(eobs;x) + b (I.4a)avec b := barr + bdisc + bmath; (I.4b)



2. Modélisation du problème direct 15
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Entrée Sortie

Dispositif expérimental
Modèle mathématique

Modèle discretisé
Modèle numériquex
xdisc $ xdisc
x, inconnue

bmath
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Fig. I.2 - Étagement des di�érents modèles dans la construction du problème direct envue de l'inversion. Les di�érentes étapes de la modélisation consistent à construire unvecteur numérique x caractérisant l'inconnue x (inconnue au sens du problème inverse).bmath désigne l'écart entre la sortie du modèle mathématique et les observations, bdisc estl'erreur commise lors de l'étape de discrétisation et barr est l'erreur d'arrondi intervenantlors de la mise en ÷uvre numérique sur calculateur. L'erreur d'arrondi barr étant souventminime, on opère, lors de la mise en ÷uvre de l'inversion, une identi�cation (indiquéeen pointillés) du simulateur et du modèle discrétisé. La modélisation est donc d'autantplus précise que bmath + bdisc est petit devant sobs. On remarquera que le vecteur eobs estschématisé par une �èche � sortant � du modèle mathématique et dispositif expérimental(toute mesure étant vue a priori comme une sortie d'un dispositif). En revanche, eobsapparaît � en entrée � pour les modèles discrétisés et numériques en tant que vecteur dedonnées nécessaire au calcul du problème direct.



16 CHAPITRE I. MÉTHODOLOGIE DE MODÉLISATION ET D'ESTIMATIONoù barr 2 DNsp désigne les erreurs d'arrondi intervenant lors de cette mise en ÷uvre.Remarque I.1 (Entrées et sorties).Comme décrit sur la �gure I.2, c'est la modélisation du problème direct qui permet dedonner à certaines observations l'appellation d'entrées (celles qui sont arguments de a)et de sorties (celles qui sont résultats de a). Cette distinction est donc parfois purementfonctionnelle. Ainsi, en TIÉ, la modélisation analytique et l'utilisation de la MÉF pourla résolution du problème direct permettent de construire deux modèles directs di�érentsdits adjoints ayant, pour le premier, en entrée les courants imposés et en sortie les tensionsrelevées tandis que c'est l'inverse pour le second. Dès lors, au regard de l'inconnue qui estla conductivité, les courants et les tensions jouent un rôle symétrique. Cette symétrie n'estrompue que par la nécessité de choisir un sens pour construire le modèle direct. En outre,il est important de souligner que le modèle direct constitue un modèle de dégradation nonpas dans le sens eobs ! sobs (entrée-sortie) mais dans le sens x! (eobs; sobs) (inconnue-observations).2.2 Pondération des erreurs de modélisationPour évaluer la précision du simulateur numérique, on utilise souvent le rapport signalà bruit (RSB) en sortie dé�ni comme le rapport des puissances entre la grandeur utile etl'erreur de modélisation : RSB := ksobsk22kbk22 ; (I.5)où b représente donc la prise en compte des trois erreurs (appelées encore bruits) men-tionnées précédemment. Un modèle est donc précis si son RSB est élevé. L'imprécision dumodèle peut toutefois être di�éremment répartie sur les erreurs.En premier lieu en e�et, dans la plupart des traitements, le simulateur est volontaire-ment confondu avec le modèle discrétisé. Deux raisons majeures justi�ent cette identi�-cation :� La première est que, grâce à la puissance des calculateurs, les erreurs d'arrondi barrsont souvent négligeables, non seulement devant la sortie sobs mais aussi devant les autreserreurs bdisc et bmath. Dans le chapitre III, nous montrons que, lors de la modélisationMÉF en TIÉ, les erreurs d'arrondi sont négligeables devant les erreurs de discrétisation ;� La seconde raison justi�ant cette identi�cation est qu'il est plus simple, pour letraitement, de raisonner avec un x à valeur dans un espace continu (� � RNx) que dansDNxp , a�n de béné�cier d'éventuelles propriétés liées à une topologie du continu : convexité,di�érentiabilité... De plus, même si les résultats obtenus sont dans DNxp , ils sont souventdestinés à être interprétés dans un �continuum�.



2. Modélisation du problème direct 17Dans la suite, nous opérons cette même identi�cation en écrivant :sobs = a(eobs;x) + b (I.6)avec x 2 � et b = bdisc + bmath. Or, pour e�ectuer ces traitements, nous voyons auparagraphe suivant que nous raisonnons sur des nappes continues (critères, densité deprobabilités). La numérisation de xdisc en x revient donc à approcher ces nappes par unensemble virtuel de points situés sur une �grille� extrêmement �ne. Si cette approximationne pose pas de problèmes lors de la mise en ÷uvre du problème direct, elle peut être sourced'instabilité lors de la résolution du problème inverse à cause du caractère mal posé de cedernier (cf. � 3.2).Il est plus fréquent qu'une bonne part de l'imprécision de la modélisation provienned'erreurs de discrétisation. Toutefois, moyennant quelques précautions, celle-ci peut s'avé-rer minime devant l'erreur de modélisation mathématique. Ceci est valable en particulierlorque le modèle analytique est linéaire. Le modèle analytique se présente alors souventsous une forme réduite ne comprenant pas d'entrée proprement dite :s = Ax:La discrétisation est souvent opérée à partir d'un échantillonnage à pas régulier de x surson support T : xdisc(ti) = ZT x(ti)�(t� ti)dt;où les ti 2 T , (i = 1::Nx), sont les Nx positions d'échantillonnage sur le support et �désigne la distribution de Dirac sur T . La distribution approchée xdisc est alors caractériséepar le vecteur x 2 RNx contenant les valeurs x(ti) de sorte que la modélisation desobservations s'écrit : s = Ax: (I.7)L'utilisation sous certaines conditions du théorème de Shannon su�t alors à garantir lacaractérisation exacte de x par x de sorte que bdisc = 0. En TIÉ, l'utilisation d'un modèleanalytique linéarisé peut permettre ainsi une réduction de l'erreur de discrétisation. Ce-pendant, cette réduction d'erreur se reporte sur l'erreur de modélisation mathématiquebmath si bien que, le phénomène modélisé étant fortement non linéaire, l'erreur résultanteb demeure élevée. Dans le chapitre III, nous montrons que l'emploi de la MÉF pour la ré-solution du problème direct permet de garder le modèle analytique non linéaire provenantdes équations de la physique en o�rant une erreur de discrétisation su�samment petitedevant sobs.Remarque I.2 (Position et signi�cation du bruit dans le modèle).Dans la modélisation du problème direct, nous avons choisi (cf. Fig. I.2) de placeradditivement les erreurs de modélisation (souvent appelées bruit) barr, bdisc et bmath devant



18 CHAPITRE I. MÉTHODOLOGIE DE MODÉLISATION ET D'ESTIMATIONla sortie sobs. Une justi�cation classique de ce choix consiste à a�rmer que les mesures ensortie sont plus bruitées que les mesures en entrée. La portée de ce genre de raisonnementdemeure toutefois assez limitée car il repose sur les hypothèses suivantes :� L'utilisateur dispose d'une modélisation numérique a0 plus précise que celle qu'ilutilise pour l'inversion (a), sobs = a0(eobs;x) + b0comprenant en particulier des modèles locaux d'incertitude sur les mesures d'entrée f 0emeset de sortie f 0smes de sorte quea0(eobs;x) = a(eobs + f 0emes;x) + f 0smes:Cette modélisation plus élaborée permet de prendre en compte les e�ets d'éventuels com-posants générateurs de bruits inclus dans le dispositif expérimental (cf. [Webster 1990]en TIÉ). Il peut donc arriver que ces nouveaux étages soient des modèles probabilistes,étayés par une étude statistique ;� Négliger le modèle local de mesure d'entrée f 0emes a peu d'incidence sur la validitédu modèle élaboré, ce qui revient à :a(eobs + f 0emes;x) � a(eobs;x) ;� En revanche, négliger le modèle local de mesure de sortie f 0smes n'est pas une ap-proximation valable, i.e., a0(eobs;x) 6� a(eobs + f 0emes;x) ;� Dans le cas du modèle élaboré, l'amplitude b0 = b0arr + b0disc + b0math est négligeabledevant f 0smes, ce qui signi�e que les erreurs d'approximation du modèle élaboré sont né-gligeables devant le bruit de mesure en sortie.L'ensemble de ces hypothèses n'est pas toujours véri�é. En particulier en TIÉ, nous éta-blissons au chapitre III que l'erreur de résolution dé�nie par barr + bdisc (� bdisc) se situeentre 50 et 70 dB au dessous du signal de sortie tandis que la précision des mesures, selon[Webster 1990], se situe autour de 65 dB au-dessous du signal de sortie. Plus souvent, lechoix de placer l'erreur de modélisation en sortie se justi�e dans la mesure où il est plussimple, lors d'une modélisation, de faire intervenir �en bout de chaîne� la di�érence entreles observations et les simulations. Ce choix se justi�e aussi a posteriori dans la mesure oùla plupart des estimations en problèmes inverses s'e�ectuent plus simplement avec un mo-dèle direct bruité additivement en sortie. Il est important de voir que, dans de nombreuxcas, le bruit représente avant tout une incertitude, i.e., un dé�cit de connaissance. Aussiest-il non seulement possible mais souhaitable de positionner cette �méconnaissance� defaçon à faciliter les traitements qui suivent. Dès lors, on peut envisager des modélisationsfaisant intervenir l'incertitude de manière multiplicative, ou de la placer en entrée, voirede scinder le modèle numérique en deux blocs et de la positionner entre les deux. Ainsi,dans la seconde partie de notre travail, nous proposons deux positionnements di�érentsdes incertitudes pour l'estimation de la conductivité en TIÉ.



3. Résolution du problème inverse 193 Résolution du problème inverseDe même que pour le problème direct, la résolution du problème inverse de TIÉ pré-sente des di�cultés spéci�ques supplémentaires par rapport aux problèmes inverses danslesquels le modèle direct est linéaire. Dans ce dernier cas, le cadre des méthodes de mini-misation de critères ou le cadre probabiliste bayésien fournit déjà, pour la résolution deces derniers, un certain nombre de méthodes d'estimation générales, lesquelles ne sont pasobligatoirement linéaires.Dans ce paragraphe, nous reprenons ces deux cadres théoriques pour la résolutiond'un problème inverse non linéaire tel que la TIÉ. Après une introduction en � 3.1 sur lesméthodes non régularisées, nous montrons dans le � 3.2 que la caractérisation analytiquedu caractère mal posé d'un problème inverse tel que la TIÉ est insu�sante dans le cadre deméthodes d'estimation numériques. En distinguant d'une part les méthodes d'estimations(théoriques) et d'autre part, les algorithmes (numériques) destinés à leur mise en ÷uvre, ilapparaît que la régularisation, si elle est souhaitable lorsqu'on veut améliorer la résolution,demeure de toute façon nécessaire pour fournir des estimateurs robustes. Le chapitre� 3.3 présente les méthodes de régularisation qui permettent de rester dans le cadre desméthodes de minimisation de critères ou le cadre probabiliste. Le lecteur familier avecces méthodes d'estimation régularisées pour les problèmes inverses pourra se reporterdirectement au � 3.4, en particulier au � 3.4.1 dans lequel nous étudions l'in�uence d'unereparamétrisation sur les méthodes d'estimation et au � 3.4.2 dans lequel nous présentonsl'utilisation de lois a priori markoviennes sur des pavages irréguliers, tels que les maillagestriangulaires construits avec la MÉF. Étant donné la di�culté du problème inverse de TIÉ,nous nous contentons ici de proposer des méthodes d'estimation bas niveau.3.1 Méthodes d'estimation non régulariséesNous partons donc d'un modèle numérique des observations,sobs = a(eobs;x) + boù sobs et eobs sont les observations, la résolution numérique du problème inverse consisteà �remonter� à x. Le premier obstacle pour cela réside dans l'incertitude b qui caractérisele modèle. Il apparaît que la détermination exacte de x n'est pas réaliste. C'est la raisonpour laquelle on parle d'estimation de x plutôt que de détermination de x.Pour les méthodes d'estimation non régularisées, on peut trouver (entre autres) deuxtypes de justi�cation théorique :� Une justi�cation par l'adéquation aux observations. Les méthodes d'adéquation auxobservations essaient de caractériser l'inconnue x par une norme Jobs(x) mesurant la di�é-rence entre les observations et les simulations. On trouve en particulier dans [Nashed 1981]



20 CHAPITRE I. MÉTHODOLOGIE DE MODÉLISATION ET D'ESTIMATIONet [Demoment 1989] la dé�nition d'une classe de solutions admissibles X donnée par :X = fx : ksobs � a(eobs;x)k � kbkg : (I.8)� Une justi�cation probabiliste. Les méthodes probabilistes visent à caractériser l'in-connue à partir de lois de probabilités qui re�ètent des connaissances de l'utilisateur surl'incertitude b (en particulier, son amplitude par rapport aux grandeurs de sortie).Ces deux types d'approches aboutissent à des méthodes très proches les unes des autrespuisqu'il s'agit de caractériser la grandeur par une nappe multivariée, dans le premier casà valeur dans R+, dans le second à valeur dans [0; 1]. Dans chacune de ces approches,des estimateurs ponctuels peuvent fournir une estimée de x. Historiquement, parmi lesméthodes d'adéquation aux observations, ce sont les méthodes de moindres carrés quisont apparues en premier. L'estimée xest y est dé�nie comme minimisant une norme (oucritère) quadratique : xest = argminx Jobs(x) (I.9)où Jobs(x) = ksobs � a(eobs;x)k2 : (I.10)L'énorme avantage de la méthode des moindres carrés est de fournir un estimateur linéairedans le cas où le modèle d'estimation est lui-même linéaire. Dans le cadre probabiliste,c'est la loi gaussienne qui a fourni les premiers modèles probabilistes d'incertitude :fB(b ; �) = (p2��)�n expn�kbk22�2 o (I.11)où fB(b; �) que nous abrègeons dans la suite p(b; �), désigne la densité de probabilité(gaussienne) de la variable aléatoire B en sa réalisation b. Compte tenu de cette hypo-thèse gaussienne sur l'incertitude, on peut aisément construire la vraisemblance qui est ladistribution donnée parl(x) := p(sobs jx ; �) = (p2��)�n expn�ksobs � a(eobs;x)k22�2 o (I.12)i.e., la probabilité de la sortie observée sobs conditionnellement à l'inconnue x, � désignantles autres paramètres supposés connus (ici, �, eobs et a). L'estimation du maximum devraisemblance qui s'écrit xest = argmaxx l(x) (I.13)est donc équivalent, avec une incertitude gaussienne, à l'estimation des moindres carrés(I.10). Dans ce cas particulier, l'apport de l'approche probabiliste dans la constructionde l'estimateur ne semble pas signi�catif par rapport aux méthodes de minimisation decritères puisque la connaissance de l'écart type � n'intervient pas dans l'estimation. Cetteremarque s'étend de fait à toutes les méthodes de maximisation de vraisemblances ou de



3. Résolution du problème inverse 21probabilités qui ne nécessitent pas d'hypothèse sur la puissance de la loi de bruit pourêtre mises en ÷uvre.Les méthodes non régularisées présentent toutefois deux inconvénients majeurs :� Elles ne font pas intervenir les connaissances a priori (sur l'objet x) dont disposel'utilisateur et qui sont susceptibles de rendre plus précis les estimateurs ;� Elles peuvent être délicates à mettre en ÷uvre numériquement en fournissant desrésultats instables.Ceci nous amène à parler du caractèremal posé des problèmes inverses puis de la résolutionde cette di�culté par la régularisation.3.2 Caractère mal posé du problème inverse3.2.1 Fondements mathématiquesLes problèmes de stabilité inhérents aux problèmes inverses ont d'abord été étudiésdans le cadre du modèle analytique tel que nous l'avons présenté précédemment avecl'équation (I.1) : s = A(e; x):Puisque A représente un processus de dégradation entre x et (e; s), il faut s'attendre àce que cette perte d'information remette en cause au moins l'une des trois conditionssuivantes qui dé�nissent le caractère bien posé du problème inverse au sens de Hadamard(cf. [Demoment 1989]) :Dé�nition I.1 (Problème inverse bien posé au sens de Hadamard).Le problème inverse dé�ni à partir du modèle direct (I.1) est bien posé si les troisconditions suivantes sont remplies :� Existence : 8(e; s), il existe un x tel que s = A(e; x) ;� Unicité : 8(e; s), si s = A(e; x1) et s = A(e; x2), alors x1 = x2 ;� Stabilité de x, i.e., continuité de la solution x par rapport aux données (e; s).Dans [Nashed 1981], l'auteur met en particulier en évidence le caractère mal-posé (pardéfaut de stabilité) du problème inverse lorsque le problème direct s'écrit linéairement,s = Ax (I.14)où A (dépendant éventuellement d'entrées e) représente un opérateur de convolution decarré intégrable. La condition de stabilité semble parfois discutable dans le sens où l'onpeut souhaiter, par exemple lorsque l'on cherche à reconstruire d'éventuelles discontinui-tés, que l'estimation puisse autoriser des variations discontinues des solutions par rapportaux données (on pourrait, par exemple, essayer d'introduire à la place une condition de



22 CHAPITRE I. MÉTHODOLOGIE DE MODÉLISATION ET D'ESTIMATIONcontinuité presque partout). Une étude dans cette direction peut être envisagée avec ladé�nition suivante du caractère mal posé [Hofmann et Scherzer 1994] :Dé�nition I.2 (Problème inverse localement mal-posé).Le problème inverse dé�ni à partir du modèle direct (I.1) est mal posé en x0 si, pourtoute entrée e, pour tout r2 > 0, il existe un réel r1 > 0 et une suite xn dans l'anneauBr2r1 := fx : 0 < r1 < kx� x0k < r2 � 1g (I.15)tel que limn!1 kA(e; xn)�A(e; x0)k = 0.Cette dé�nition revient donc à caractériser d'éventuelles non inversibilités locales del'opérateur A(�; x). Elle a été introduite dans [Hofmann et Scherzer 1994] dans le butd'essayer de caractériser un � degré� dans le caractère mal posé des problèmes inversesnon-linéaires. Toutefois, en TIÉ, on peut montrer (cf. chapitre II pour plus de précision)que la formulation du problème inverse est bien posée au sens de Hadamard (i.e., qu'il estpartout localement bien posé). Or, l'analyse de la stabilité (cf. chapitre II théorème II.4)révèle que la continuité par rapport aux données est obtenue avec une pente in�nie autourdu point de variation, ce qui laisse présager une grande instabilité lors de la résolutionnumérique du problème inverse de TIÉ. Le caractère localement bien posé ou globalementbien posé au sens de Hadamard n'est donc pas une garantie de stabilité pratique pourl'inversion. Dans [Nashed 1981], l'auteur essaie de donner une dé�nition plus pratique ducaractère mal posé en faisant apparaître implicitement une incertitude b sur le modèleanalytique s = A(e; x) + b (I.16)et en introduisant à partir de là une dé�nition du caractère mal-posé au sens des moindrescarrés a�n d'intégrer K jeux de données bruitées di�érents (si; ei) i = 1; ::; K. Toutefois,même dans cette perspective, la notion de stabilité demeure dé�nie de façon binaire alorsque, lors de la résolution numérique, les vitesses de convergence extrêmement faibles desalgorithmes s'apparentent à des degrés d'instabilité. Il semble donc préférable d'essayerde caractériser le caractère mal posé du problème à partir du modèle numérique (I.4).3.2.2 Algorithmes utilisés lors de la mise en ÷uvre de l'estimationPour cela, il est important de souligner qu'une grande partie des méthodes numériquesd'estimation sont mises en ÷uvre avec des algorithmes itératifs, i.e., qui vont �parcourir�la nappe 1 par une suite de points dé�nis séquentiellement par :xn+1 = g(xn): (I.17)1: le mot nappe désigne ici indi�éremment le critère ou la densité de probabilité.



3. Résolution du problème inverse 23On peut regrouper ces algorithmes en trois catégories.� Les algorithmes déterministes. Ils sont souvent décrits dans le cadre de minimi-sation de critères. Ils parcourent la nappe de façon déterministe en vue de convergervers un point particulier de la nappe (en général, un optimum). Par conséquent, seul ledernier point obtenu par l'algorithme est retenu comme résultat. Parmi ces algorithmes,on trouve (cf. [Press et coll. 1986], [Lascaux et Theodor 1987], [Bertsekas 1995]) les mé-thodes de descente coordonnée par coordonnée (e.g., Jacobi, Gauss-Seidel qui sont aussiutilisées pour résoudre les systèmes linéaires), les méthodes du premier ordre (méthode degradient, gradient conjugué) et du second ordre (méthode de Newton), les méthodes depoint �xe... Ce sont des méthodes d'optimisation locale : elles convergent vers un optimumlocal (ou un point selle) de la nappe.� Les algorithmes stochastiques. Si les algorithmes déterministes sont plus naturel-lement construits à partir d'un critère, les algorithmes stochastiques requièrent le cadreprobabiliste pour être construites rigoureusement. Ces méthodes dites d'échantillonnagestochastique visent à décrire la densité de probabilité à partir de points échantillonnés partirage pseudo-aléatoire selon cette densité. Parmi ces méthodes, celles qui fonctionnentitérativement selon (I.17) sont appelées �Markov chain Monte Carlo� (MCMC). Des gé-nérateurs pseudo-aléatoires sont donc nécessaires comme outil supplémentaire par rapportaux méthodes déterministes. En revanche, contrairement à celles-ci, le résultat peut ne passe limiter au dernier point obtenu mais consister en un nuage de points caractérisant l'étatstationnaire de la chaîne de Markov convergeant vers la loi à échantillonner. En particulier,à partir de ce nuage, on peut estimer des grandeurs statistiques de cette loi (moyenne, va-riance,...). On trouve parmi ces méthodes l'algorithme de Metropolis-Hastings (introduitdans [Metropolis et coll. 1953] et perfectionné dans [Hastings 1970]) et l'échantillonneurde Gibbs dont les fondements sont rappelés dans [Geman et Geman 1984].� Les méthodes de relaxation. Ces méthodes font appel, pour leur mise en ÷uvre,soit aux algorithmes déterministes soit aux algorithmes stochastiques. Ces sont des mé-thodes qui cherchent à optimiser la nappe de manière globale à partir de déformationssuccessives de celle-ci (dans le cas où elle possède des optima locaux). On trouve le recuitsimulé (simulated annealing SA) qui est une méthode de relaxation stochastique : l'opti-mum est atteint par des échantillonnages successifs de la loi relaxée par un paramètre detempérature T (cf. [Geman et Geman 1984]). On trouve aussi des méthodes de relaxationdéterministe comme la non convexité graduelle (GNC) qui cherche à minimiser un critèrenon convexe en minimisant localement une suite de critères déformés � continûment �dont le premier est convexe et dont le dernier est le critère à minimiser. Cette méthode aété développpée dans [Blake et Zisserman 1987] en segmentation d'image et adaptée auxproblèmes inverses dans [Nikolova 1995] et [Carfantan et Mohammad-Djafari 1995] 2. Si2: La convergence théorique systématique du GNC vers l'optimum global de la nappe est exclue.Néanmoins, la pratique montre qu'elle permet, soit de l'atteindre, soit de s'en rapprocher grandement enaboutissant à un optimum local proche de l'optimum global, de manière souvent plus e�cace que le SA.



24 CHAPITRE I. MÉTHODOLOGIE DE MODÉLISATION ET D'ESTIMATIONces méthodes revêtent un caractère global quand au type d'optimisation envisagée, ellesgardent un caractère local en ne retenant comme résultat que le dernier point obtenu.3.2.3 Causes d'instabilité algorithmiqueDans ces catégories d'algorithmes, le calcul d'un nouveau point xn+1 = g(xn) s'e�ectueà partir des propriétés de la nappe au point xn (gradient, hessien,...). Indépendammentde la pertinence de l'estimateur, c'est la capacité de la nappe à être optimisée avec pré-cision (pour les méthodes de descente) ou visitée dans sa globalité (pour les méthodesd'échantillonnage) en un temps �ni qui va caractériser la stabilité numérique du problèmeinverse.Le cas le plus simple pour étudier l'instabilité numérique est celui où le modèle numé-rique est linéaire (sobs = Ax + b) et où l'on utilise le critère des moindres carrés. L'in-stabilité du problème est alors entièrement caractérisée par la décomposition en valeurspropre du hessien du critère, i.e., la décomposition en valeurs singulières de l'opérateurA ([Andrews et Hunt 1977], [Demoment 1989]). Si l'opérateur est singulier, il n'y a pasunicité de la solution du système linéaire sobs = Ax, ce qui correspond à des hyperplansde minima (resp. de maxima) pour le critère (resp. pour la vraisemblance) dans les di-rections des éléments du noyau de A ; si l'opérateur est régulier mais mal conditionné,les hyperplans sont remplacés par un point minimum mais le critère autour de ce pointprend une forme d'ellipsoïde très allongé dans les directions des vecteurs propres corres-pondant aux valeurs propres les plus faibles, ce qui se traduit par une lente convergencedes algorithmes. S'il y a une rupture entre le cas singulier et le cas mal conditionné auregard de l'unicité de la solution, il y a en revanche une continuité du point de vue al-gorithmique : l'instabilité des algorithmes due aux erreurs d'arrondi (cf. � 2.2) dans lepremier cas est comparable à la lente convergence oscillante du second cas. Lorsque A estbien conditionné, la propriété de convexité de ce critère quadratique rend les algorithmesdéterministes particulièrement e�caces puisqu'ils sont les plus simples d'utilisation et ilsconvergent ici vers le minimum global du critère. Dans le cadre probabiliste, le hessienAtA s'interprète (à un facteur près) comme l'inverse de la matrice de covariance. Lespetites valeurs propres du hessien caractérisent donc des directions dans lesquelles il y aune grande incertitude, ou dans lesquelles les données apportent peu d'informations.Dans l'hypothèse où le modèle numérique n'est plus linéaire, et surtout lorsque lecritère n'est plus convexe, il devient beaucoup plus délicat d'avoir une caractérisationsimple du caractère numériquement mal posé du problème. On peut néanmoins essayerd'étendre à des conditions non plus nécessaires mais su�santes les deux caractérisationsnumériques obtenues dans le cas linéaire :� Identi�abilité. Dans le cas linéaire, l'existence d'une unique solution x de tailleNx lors de la résolution du système sobs = Ax est garantie par le fait que la solutioncorrespond à l'intersection de Nx hyperplans linéairement indépendants, disponibles àpartir de Ns observations (avec Ns � Nx). Si le modèle direct est non linéaire, à défaut



3. Résolution du problème inverse 25de disposer de relations explicites pour inverser, il demeure di�cile de concevoir si ceraisonnement s'étend, par exemple, à une intersection d'hypervariétés � indépendantesselon un sens à déterminer. Néanmoins, une précaution susceptible de réduire le caractèremal posé consiste à véri�er que Ns � Nx ou bien, si le modèle ne le permet pas (ce quiest le cas en TIÉ), de disposer de K jeux d'observations di�érents de sorte que K �Ns � Nx. Cette condition est utilisée en particulier pour les inversions mettant en ÷uvredes méthodes de rétroprojection reposant sur des linéarisations successives. Remarquonstoutefois que la véri�cation de cette condition d'identi�abilité n'est plus nécessaire dansle cadre des méthodes régularisées (cf. � 3.3) puisque l'apport d'information a priori estsusceptible de compenser l'absence de données observées. Ainsi, il est admis et fréquentde résoudre de façon � �able � des problèmes d'imagerie (e.g., en synthèse de Fourier)en disposant d'un nombre d'observations bien inférieur au nombre d'inconnues. En TIÉcependant, la non linéarité du problème et son aspect tomographique (les données nesont observées que sur la frontière) contribuent à le rendre plus di�cile. Aussi, dans lesméthodes d'estimation que nous proposons aux chapitres IV et V, nous faisons l'hypothèseque la condition d'identi�abilité est véri�ée.� Stabilité. Le critère pouvant faire apparaître des minima locaux, l'emploi d'algo-rithmes déterministes engendre une forme d'instabilité puisque la solution obtenue estalors un minimum local dépendant du point initial de l'algorithme. Néanmoins, ce typed'instabilité révèle plus une forme de complexité du problème qu'une stabilité intrinsèquepuisqu'il peut être levé avec les algorithmes stochastiques ou les méthodes de relaxation.La stabilité intrinsèque se manifeste avant tout par l'existence de zones localement in-stables au sens où nous l'avons dé�ni ci-dessus pour le cas quadratique, telles que desvallées localement très allongées à cause d'un dé�cit local de courbure dans certainesdirections. Rappelons que les algorithmes déterministes reposent (entre autres) sur l'ex-ploitation de caractéristiques d'ordre 1 et 2 de la nappe au point courant xn. Ils sontalors susceptibles de rester �coincés� dans ces zones, qui se caractérisent par un mauvaisconditionnement du hessien en xn.En règle générale, le processus de dégradation a pour conséquence quasi-systématiqued'engendrer des instabilités numériques à cause de la réduction informationnelle qu'ilopère. De plus, si le nomble d'inconnues Nx est supérieur au nombre de relations dispo-nibles Ns, ce caractère instable de la nappe est renforcé. Toutes ces raisons rendent lesalgorithmes d'estimation inutilisables sans régularisation.3.3 Régularisation du problème inverseParmi les méthodes visant à stabiliser le calcul des estimateurs, on trouve les mé-thodes de décomposition tronquée en valeurs singulières TSVD ([Andrews et Hunt 1977]et [Nashed 1981]) utilisées dans le cadre de l'estimation linéaire. La stabilisation est obte-nue en supprimant de l'espace image les directions correspondant aux valeurs propres lesplus petites, sources d'instabilité. Toutefois, ces méthodes ne sont pas facilement généra-



26 CHAPITRE I. MÉTHODOLOGIE DE MODÉLISATION ET D'ESTIMATIONlisables au cadre de l'estimation non linéaire (on peut trouver cependant des tentativesdans ce sens dans [Eriksson 1996] à partir de linéarisations puis troncatures itératives). Deplus, elles ne visent que la stabilisation de la méthode d'estimation et ne constituent pasun apport d'information a priori susceptible d'augmenter la résolution de l'estimation.La satisfaction de ces deux desiderata (stabilité et apport possible d'une informationa priori) est rendue possible dans le cadre des méthodes de critères (cf. [Phillips 1962],[Twomey 1962], [Tikhonov et Arsenin 1977], [Demoment 1989]) en ajoutant de manièrepondérée au terme de �délité aux données observées Jobs(x) un terme de pénalisation ditde régularisation ou d'a priori Japr de sorte que l'expression générale du critère devient :J(x) = Jobs(x) + Japr(x) (I.18)avec Japr(x) = �U(x): (I.19)Le réel � � 0, appelé paramètre de régularisation, permet d'établir de manière continueun compromis entre la con�ance que l'on porte, d'une part à la �délité aux données via lemodèle numérique du problème direct et d'autre part à l'information a priori via le termede pénalisation choisi U(x). Au regard du problème de stabilité, il n'est pas nécessaireque le terme de régularisation corresponde à un modèle a priori bien posé. Il su�t quel'information qu'il apporte permette une stabilisation de l'algorithme d'estimation surle critère J . Toutefois, si l'utilisateur a une grande con�ance dans ses connaissances apriori , ce terme de régularisation peut (notamment par un � élevé) autoriser d'aller bienau-delà d'une simple stabilisation de l'algorithme pour rendre plus précise la méthoded'estimation. Remarquons en outre que si Japr(x) est quadratique en même temps queJobs(x), J(x) l'est de même si bien que le cadre de l'estimation linéaire est conservé lorsde la régularisation.Au regard des méthodes d'estimation probabilistes, la pénalisation de critère s'inter-prète dans le cadre bayésien (cf. [Hunt 1977], [Demoment 1989]) par l'introduction d'uneloi a priori sur l'inconnue x, loi que nous notons p(x ; �apr) où �apr désigne l'ensemble desparamètres permettant de caractériser cette loi. On peut d'abord remarquer que, puisquele modèle direct sobs = a(eobs;x)+b comporte deux grandeurs non observées b et x, il n'ya pas de raison de s'interdire d'introduire une loi a priori sur x alors qu'on en introduitune sur b. C'est l'utilisation de la règle de Bayes qui permet de combiner les deux de façonà faire disparaître b des équations :p(x j sobs ; �) = p(sobs jx ; �obs)p(x ; �apr)p(sobs ; �) ; (I.20)où � = (�obs; �apr) et p(sobs ; �) = Z� p(sobs jx ; �obs)p(x ; �apr)dx;indépendant de x, joue simplement le rôle de coe�cient de normalisation. La loi a pos-teriori p(x j sobs ; �) est une densité de probabilité de x alors que la vraisemblance l(x)



3. Résolution du problème inverse 27ne s'interprête pas directement comme telle (puisque c'est une densité de probabilité desobs). Le cadre ainsi dé�ni est donc plus rigoureux pour la mise en ÷uvre des méthodesprobabilistes. En outre, il est possible d'écrire la loi a priori sous la formep(x ; �apr) / expn�Japr(x)2�2 o (I.21)de sorte que la méthode du maximum a posteriori (MAP), qui consiste à calculerxMAP = argmaxx p(x j sobs ; �) (I.22)revient à minimiser J(x). Après régularisation, les méthodes de maximisation de loissont donc toujours interprétables dans le cadre des méthodes de critère. Un autre typed'estimateur consiste à calculer la moyenne a posteriori (MP) dé�ni parxMP = Z� xp(x j sobs ; �)dx; (I.23)i.e., l'espérance a posteriori de la loi p(x j sobs ; �). Dans le cas particulier où p(x j sobs ; �)est gaussienne, cet estimateur se confond avec le MAP mais, de manière générale, les deuxestimateurs sont distincts. Comme pour le MAP, hormis dans le cas gaussien, il est rare-ment possible de calculer explicitement la MP. Cependant, les propriétés de convergencedes algorithmes d'échantillonnage évoqués précédemment permettent d'utiliser ces mé-thodes pour calculer la MP par moyennage d'échantillons calculés sur un nombre su�sam-ment grand de tirages consécutifs (cf. [Tanner et Wong 1987], [Gelfand et Smith 1990],ainsi que [Besag et Green 1993]).La construction des estimateurs MAP et MP peut s'interpréter comme le résultat dela minimisation de l'espérance d'une fonction de coût C(x; x̂) prise par rapport à la loi aposteriori . xest = argminx̂ Z�C(x; x̂)p(x j sobs ; �)dx; (I.24)Cette fonction de côut C(x; x̂) représente la manière de pénaliser le choix de x̂ commeestimateur lorsque l'on considère (sous l'intégrale) la possibilité pour x d'être la solution.Le MAP est alors obtenu pour C(x; x̂) = 1� �(x; x̂) tandis que la MP est obtenue avecC(x; x̂) = kx� x̂k2.En�n, lorsque le coût est donné par C(x; x̂) = PNxp=1[1 � �(xp; x̂p)], où xp désigne lap-ième composante de x, l'estimateur associé est alors le maximum a posteriori sur lamarginale (MAPM) dé�ni composante par composante par :(xMAPM)p = argmaxxp p(xp j sobs ; �); p = 1 : : : Nxoù p(xp j sobs ; �) est la densité marginale a posteriori de la p-ième composante de x donnéepar : p(xp j sobs ; �) = Z� p(x j sobs ; �)dx1 : : :dxp�1dxp+1 : : :dxNx :



28 CHAPITRE I. MÉTHODOLOGIE DE MODÉLISATION ET D'ESTIMATIONDu point du vue de la robustesse [Marroquin et coll. 1987], le MAPM semble préférablepuisqu'il revient à e�ectuer séparément Nx estimations marginales plutôt qu'une estima-tion globale. Toutefois, ces considérations qui concernent surtout les propriétés statistiquesasymptotiques des estimateurs, peuvent être démenties à petit nombre d'observations.En pratique, ce sont souvent les capacités de calculs qui imposent un choix d'estima-teur, de sorte que la comparaison entre celles-ci n'est pas toujours possible. Le choix seporte alors sur l'estimateur le plus simple (souvent le MAP), dont la mise en ÷uvre n'estpas toujours aisée. Ceci conduit parfois les auteurs à adopter des stratégies sous opti-males � pouvant s'avérer néanmoins robustes � qui reviennent à se contenter de minimalocaux lors de la minimisation comme dans [Idier 1991] (déconvolution MBG multicanalen sismique) ou dans [Carfantan et coll. 1997] (dans le cadre du problème inverse de to-mographie de di�raction avec un modèle direct non linéaire). Dans notre étude en TIÉ,nous utilisons comme estimateurs la MP et le MAP. Pour ce dernier, nous adoptons aussiune approche sous-optimale dans le sens où nous employons une méthode de descentedéterministe pour minimiser un critère non convexe. Par souci d'unité de présentation,nous présentons ces deux méthodes (cf. chapitres IV et V) dans le cadre bayésien, bienque le MAP se ramène à la minimisation d'un critère dans � � RNx.Remarque I.3 (Prise en compte de plusieurs jeux d'observations).Dans le cadre bayésien, il est possible de faire intervenir plusieurs jeux d'observationsdi�érents modélisés par : skobs = a(ekobs;x) + bkou k = 1::K désigne l'indice d'un des K jeux de données. Cette possibilité est importantecar elle nous permet de remplir la condition souhaitable énoncée ci-dessus pour l'identi-�abilité qui consiste à utiliser pour l'inversion au moins autant de relations d'observationsque d'inconnues. Nous l'utilisons systématiquement par la suite lors de la résolution del'inversion en TIÉ. Si nous notonsstobs = �s1obst; : : : ; sKobst�la concaténation des sorties observées et si nous e�ectuons l'hypothèse (par défaut) d'in-dépendance des incertitudes bk, la vraisemblance des sorties observées s'écritp(sobs jx ; �obs) = KYk=1 p(skobs jx ; �kobs)de sorte que la loi a posteriori devient :p(x j sobs ; �obs) = KYk=1 p(skobs jx ; �kobs)p(x ; �apr)p(sobs ; �) : (I.25)



3. Résolution du problème inverse 29Si en outre la loi des bk est choisie gaussienne N (0; �2k), le critère obtenu à partir de ladensité a posteriori s'écrit :J(x) = KXk=1 skobs � a(ekobs;x)22�2k + Japr(x): (I.26)3.4 Choix de la loi a priori pour l'estimationDe nombreuses considérations interviennent lors du choix d'une loi a priori . Nousrelevons ici les principaux points utilisés lors des méthodes d'inversion susceptibles d'êtreutilisés en TIÉ.3.4.1 Détermination d'une paramétrisation pertinenteLa construction du modèle direct sobs = a(eobs;x) + b fait souvent apparaître demanière � naturelle� l'inconnue sous une paramétrisation particulière notée ici x. Ainsien TIÉ, c'est la conductivité � qui apparaît naturellement parce qu'elle est dé�nie commele coe�cient de proportionnalité qui relie la densité de courant et le champ électrique etc'est avec cette paramétrisation que l'on construit le plus simplement le modèle direct (cf.chap. II).Toutefois, cette paramétrisation n'est pas toujours la plus pertinente au regard del'inversion. C'est particulièrement le cas dans notre étude où la distribution de conduc-tivité recherchée est souvent très constrastée de sorte que la reparamétrisation  = ln�correspond plus à l'attente de l'utilisateur. Des reparamétrisations bijectives telles quey = lnx où x > 0 s'avèrent souvent particulièrement adaptées en vue de l'inversionpuisque le comportement qualitatif des grandeurs positives perçues par l'utilisateur estdans de nombreux cas mieux re�été avec une échelle de progression logarithmique qu'avecune échelle linéaire. Ainsi en ce qui concerne l'audition, les échelles pertinentes de per-ception de l'amplitude sonore (dB) et des fréquences sont logarithmiques, de même quepour la luminosité pour la perception visuelle, voire �l'appât du gain� (cf. le chapitre 13de [Jaynes draft]).Nous prenons pour la reparamétrisation la notation suivanteg : �! �x 7! y (I.27)et nous faisons de plus l'hypothèse que dgdx ne s'annule pas sur � et que l'applicationréciproque g�1 est de classe C1 de � sur � (donc g est bijective). Alors, il est importantde remarquer que cette reparamétrisation peut être perçue et mise en ÷uvre de deuxfaçons distinctes (au moins) pour l'estimation.



30 CHAPITRE I. MÉTHODOLOGIE DE MODÉLISATION ET D'ESTIMATION3.4.1.1 Changement de variable aléatoire La première façon de voir consiste àrépercuter ce changement de variable sur la variable aléatoire elle-même en posant :Y = g(X ): (I.28)Ainsi, d'après la formule de changement de variable pour une densité, on passe de ladensité fX (x) à la densité fY(y) en écrivantfY(y) = fX �g�1(y)���det[Jg�1(y)]��; (I.29)où Jg�1(y) désigne la matrice jacobienne de g�1 (de terme général @g�1i@yj ). Notons que cettematrice jacobienne est diagonale puisque le changement de variable est dé�ni à partir d'unefonction analytique. Ainsi, à partir de la densité loi a posteriori fX jSobs(x j sobs ; �) =p(x j sobs ; �), la nouvelle densité fY jSobs(y j sobs ; �) s'écrit :fY jSobs�y j sobs ; �� = fX jSobs�g�1(y) j sobs ; ����det[Jg�1(y)]��: (I.30)Cette forme de changement de variable est particulièrement adaptée à l'utilisation d'al-gorithmes stochastiques puisque, d'après l'équation (I.28), l'image par g d'un nuage depoints échantillonnés selon la loi fX jSobs(x j sobs ; �) est un nuage de points échantillonnésselon la loi fY jSobs(y j sobs ; �). Nous revenons sur cette propriété dans le chapitre V. Enrevanche, en raison de l'apparition du déterminant jacobien dans (I.29), l'estimée MAPen y donnée par yMAP = argmaxy p(y j sobs ; �)est (en général) di�érente de g(xMAP). A�n de garder la propriété yMAP = g(xMAP), nousproposons une autre forme de changement de variable.3.4.1.2 Changement de paramètre dans la densité Pour préserver le MAP parchangement de variable, il su�t de ne pas faire apparaître le jacobien dans la nouvelledensité de probabilité. On construit ainsi une densité a posteriorifY jSobs�y j sobs ; �� := 1ZfX jSobs�g�1(y) j sobs ; �� (I.31)où Z est une constante de normalisation. Cela revient donc à e�ectuer un changement deparamètre dans la densité avec y = g(x) ainsi qu'un changement de variableX 7! Y maistel que Y 6= g(X ). Or g est bijective de � sur �. Donc, si x est l'argument du maximumglobal (unique) de fX jSobs�x j sobs ; ��, y = g(x) est l'argument du seul maximum globalde fY jSobs�y j sobs ; �� et réciproquement. Par conséquent, on a bien :yMAP = g(xMAP): (I.32)



3. Résolution du problème inverse 31Ce changement de paramètre sert donc surtout lorsqu'on cherche à évaluer le MAP. Il vapermettre en particulier d'introduire des lois a priori directement sur la grandeur perti-nente Y. Il est vrai cependant que cette opération peut s'e�ectuer directement sur g(X )et qu'une reparamétrisation n'est pas nécessaire pour l'e�ectuer. L'intérêt de cette repa-ramétrisation réside surtout dans ses conséquences algorithmiques. Ainsi, dans l'exemplementionné précédemment (y = lnx où x > 0), le nouveau vecteur y n'a pas à êtrecontraint dans R�Nx+ comme c'est le cas pour x. Ceci peut donc faciliter de manière signi-�cative la mise en ÷uvre algorithmique de la méthode.On peut remarquer que ce changement de variable peut occasionner une perte de laconvexité du critère. On a cependant la propriété suivante :Propriété I.1 (Conservation de l'unimodalité).Si fX (x) est une densité de probabilité unimodale, alors la densité de probabilité fY(y)obtenue par la reparamétrisation (I.31) l'est aussi.Pour le voir, supposons que fX (x) soit unimodale. Alors, si y est un mode de fY(y),on a gradyfY(y) = 0 = 1ZJg�1(y)gradg�1(y)fX �g�1(y)�:Or, par hypothèse, dg�1dy 6= 0 sur � donc aucune des composantes de Jg�1(y) (diagonale)ne s'annule. Il est donc nécessaire quegradg�1(y)fX�g�1(y)� = gradxfX (x) = 0:Aussi, puisque fX (x) est unimodale, x = xMAP, donc y = g(xMAP) = yMAP ce quisigni�e que fY(y) est de même unimodale. Cette propriété permet de continuer à utiliserdes algorithmes déterministes pour optimiser la nouvelle densité.En revanche, si le modèle direct est linéaire en x et si x est le paramètre �naturel� deconstruction de ce modèle (sobs = Ax+b), une éventuelle reparamétrisation occasionneraune perte de la propriété de linéarité. Si l'utilisateur ne désire pas utiliser cette propriétélors de l'inversion, ce qui peut être le cas lors de méthodes d'estimations non linéaires, laperte de la linéarité n'est pas gênante. Toutefois, la propriété de linéarité permet parfoisdes mises en ÷uvre rapides des méthodes d'inversion (cf. [Demoment 1987]) sans lesquellesdes estimateurs sont inutilisables en pratique. Ces situations arrivent bien sûr lors destraitements en temps réel mais aussi lors des méthodes d'estimations en temps di�érépour lesquels un gain de temps d'un facteur 10 ou plus n'est jamais négligeable.C'est donc dans le cadre du changement de paramètre dans la densité que nous utili-sons, pour la TIÉ, le changement de variable  = ln� (cf. chapitre IV). Pour l'estimationMAP de la conductivité, l'introduction d'une loi a priori en  s'avère particulièrementavantageuse, d'autant plus que le comportement du problème direct semble qualitative-ment �plus proche de la linéarité� avec  qu'avec �.



32 CHAPITRE I. MÉTHODOLOGIE DE MODÉLISATION ET D'ESTIMATION3.4.2 Utilisation de loi a priori markoviennesPar souci de simplicité, les premières lois a priori auxquelles on pense sont les modèlesà loi séparable dans lesquelles toutes les composantes de l'objet à reconstruire x sontindépendantes et identiquement distribuées de sorte que la densité a priori s'écrit :p(x ; �apr) = NxYp=1 p(xp ; �apr):Parmi les lois séparables généralement employées, on trouve les lois gaussiennes de rappelà une valeur moyenne dé�nies par :p(x ; (m; �)) / exp�(x�m)22�2 ;qui pénalisent les écarts de x par rapport à une valeur moyenne m. On trouve par ailleurs,lorsque l'objet est positif , les loisp(x ; (�; �)) / expf��x lnx + �xg;utilisées lorsque l'histogramme de l'image est proche de zéro � ce qui est le cas pour lesimages astronomiques. Il existe pour justi�er le choix de ces lois des raisonnements dutype �maximum d'entropie� (cf. [Mohammad-Djafari et Demoment 1988]) provenant dela théorie de l'information.Le principal inconvénient des modèles à loi séparable est qu'ils ne permettent pas deprendre en compte des dépendances entre les xp. Très souvent en e�et, les éléments duvecteur x représentent les pixels d'un signal (mono- ou multi-dimensionnel) sur lequell'utilisateur s'attend a priori à observer des dépendances spatiales locales entre pixels(e.g., une continuité locale qui se manifeste par un faible écart entre les valeurs despixels situés sur des sites adjacents). En TIÉ (notamment en imagerie biomédicale), lesdistributions de conductivité à estimer correspondent souvent à des zones homogènesséparées par des discontinuités. Il est donc souhaitable de pouvoir introduire une loia priori favorisant localement une certaine douceur en même temps qu'une capacité àaccepter des discontinuités.Une manière désormais très répandue d'introduire ces dépendances locales de manièreprobabiliste consiste à utiliser un champ de Markov pour la loi a priori . Nous en fournis-sons ici une brève présentation destinée à rappeler les dé�nitions et à �xer les notations.Le lecteur désireux d'approfondir ces notions peut se reporter aux références que nousmentionnons, en particulier [Geman 1990] et [Winkler 1995] qui constituent des ouvragesde synthèse. Nous nous attachons ici à particulariser les propriétés des champs de Markovpour un support 2D où le domaine est discrétisé avec des éléments (ou mailles) triangu-laires puisque ce type de pavage résulte de la modélisation MÉF que nous adoptons pourrésoudre le problème direct de TIÉ (cf. chapitre III).



3. Résolution du problème inverse 33Dé�nition I.3 (Sites, voisinages, graphe, cliques [Winkler 1995]).Nous appelons sites les pixels de l'image � pour la MÉF, ce sont les éléments. Nousappelons � := fs1; : : : ; sNxg l'ensemble des Nx sites considérés sur l'image. Alors, nousavons les trois dé�nitions suivantes :� � := f�s; s 2 �g est un système de voisinage pour � si c'est un ensemble desous-ensembles de � et si :1. s 62 �s ;2. s 2 �r , r 2 �s.Un élément �s de � regroupe les sites voisins du site s ;� l'ensemble f�;�g est appelé graphe ;� �, sous-ensemble de �, est une clique si c'est un singleton ou si tous les élémentsde � sont voisins deux à deux. L'ordre d'une clique est le nombre de ses sites. On note Cl'ensemble des cliques du graphe f�;�g.Dans la littérature, une grande majorité des champs de Markov 2D sont construitssur des sites dé�nis à partir de pavages réguliers, souvent cartésiens. Dans [Mead 1967],l'auteur utilise un maillage régulier hexagonal pour modéliser des accroissements de vé-gétaux dans une plantation. Dans [Besag 1974], l'auteur suggère néanmoins l'utilisationde pavages irréguliers appelés non-lattice systems. Ainsi dans [Besag et coll. 1991], pourmodéliser les risques de cancer de la thyroïde, l'auteur dé�nit un système de voisinage surle territoire de France métropolitaine en s'appuyant sur une relation de contiguïté entredépartements possédant une frontière commune. Dans la présente étude, puisque nousdiscrétisons le domaine spatial en triangles par la méthode des éléments �nis (cf. chapitreIII), nous adoptons une structure de voisinage adaptée à ce type de pavage.
Fig. I.3 - À gauche, système de voisinage d'ordre 1 pour un maillage triangulaire. Àdroite, catégories de cliques associées : ici seuls les singletons et les paires de maillesadjacentes forment une clique.Lorsque le pavage est régulier, une manière simple de dé�nir le système de voisinageconsiste à s'appuyer sur une métrique fournie par la topologie du milieu. Ainsi, quandle maillage est cartésien, si d désigne la distance entre deux sites adjacents placés sur lamême ligne, le voisinage d'ordre 1 du site i est donné par l'ensemble des sites j 6= i telsque dist(i; j) � d, où dist désigne la distance L2 classique. Pour le voisinage d'ordre 2, ilfaut prendre dist(i; j) � p2d, ... (cf. par exemple [Besag 1974]).



34 CHAPITRE I. MÉTHODOLOGIE DE MODÉLISATION ET D'ESTIMATION

Fig. I.4 - À gauche, système de voisinage d'ordre 2 pour un maillage triangulaire. Àdroite, catégories de cliques associées : l'ordre des cliques peut atteindre le nombre d'élé-ments communs à un sommet, qui correspond à 6 en moyenne si les triangles sont prochesde l'équilatéralité comme l'illustre la �gure de gauche.Puisque nous adoptons ici une structure irrégulière, l'utilisation d'une métrique n'estplus envisageable pour dé�nir une structure de voisinage. Néanmoins, le maillage en élé-ments comporte une certaine régularité puisque l'espace est discrétisé en triangles sommetoute �plus ou moins proches� dans le plan. Ainsi, un voisinage d'ordre 1 se dé�nit na-turellement à partir des éléments j possédant une arête commune avec un élément i 6= j(cf. Fig. I.3). De même, on pourra envisager un voisinage d'ordre 2 à partir des éléments jpossédant non seulement une arête commune avec un élément i 6= j mais aussi un sommetcommun (cf. Fig. I.4).C'est bien sûr cette notion de voisinage qui permet d'introduire les dépendances localesqui nous intéressent. Ceci correspond exactement à la dé�nition d'un champ de Markov(cf. [Besag 1974]).Dé�nition I.4 (Champ de Markov [Besag 1974]).Soit X = fX s1 ; : : : ;X sNxg un processus aléatoire indexé par � et à valeur dans �. Xest un champ de Markov relativement au graphe f�;�g si et seulement si :� p(x) = fX (X = x) > 0, 8x 2 � ;� fX s j X r(X s = xs j X r = xr; r 6= s) = fX s j X r(X s = xs j X r = xr; r 2 �s), 8s 2 �,condition que l'on peut abréger p(xp j xq; p 6= q) = p(xp j xq; q 2 �sp).La seconde condition, décrite sous forme de probabilité conditionnelle locale (encoreappelée caractéristique locale), dé�nit une forme de dépendance spatiale des pixels de x



3. Résolution du problème inverse 35vis-à-vis de leurs voisins. Toutefois, cette dé�nition ne permet pas en pratique de construireaisément des champs de Markov. En e�et, on ne sait pas construire facilement une loi jointep(x) à partir de la donnée de caractéristiques locales. De plus, l'existence et l'unicité decette dernière ne sont pas garantis. Cette di�culté est résolue par l'introduction deschamps de Gibbs ([Winkler 1995]).Dé�nition I.5 (Champ de Gibbs [Winkler 1995]).Si X = fX s1 ; ::;X sNxg est un processus aléatoire indexé par � et à valeur dans �, Xest un champ de Gibbs relativement au graphe f�;�g si p(x) = fX (X = x) se met sousla forme : p(x) = 1Z exp��U(x); � � 0où � U(x) =X�2C V�(x) est appelée fonction d'énergie ;� pour toute clique �, la fonction V�(x), appelée fonction de potentiel, ne dépendque des composantes xp de x pour les sites sp appartenant à � ;� Z est une constante appelée fonction de partition ;� � = 1T , où T , par analogie avec la thermodynamique, est communément appelétempérature.Le lien entre les champs de Gibbs et les champs de Markov est donné par le théorèmede Hammersley-Cli�ord (cf. [Hammersley et Cli�ord 1968], [Besag 1974], [Geman 1990]),que nous énonçons maintenant.Théorème I.1 (théorème d'équivalence d'Hammersley Cli�ord).X est un champ de Markov relativement au graphe f�;�g si et seulement si c'est unchamp de Gibbs.Une conséquence de ce théorème réside dans le lien pratique très fort qui existe entreles méthodes de minimisation de critères et les méthodes probabilistes puisque le choixd'une loi a priori markovienne se ramène à choisir une fonction d'énergie U(x) qui estdans sa dé�nition proportionnelle au terme de pénalisation Japr tel que nous l'avons dé�nidans l'équation (I.19).Remarque I.4 (Rôle des cliques et de l'ordre du voisinage).Les cliques interviennent essentiellement dans la construction des fonctions de po-tentiel. Par exemple, celles-ci sont souvent des fonctions de pénalisation des di�érences(premières) entre éléments adjacents. Dès lors, si N2C désigne le nombre total de cliquesd'ordre 2 du graphe, les fonctions d'énergie s'écriventU(x) = �(Dx); � > 0



36 CHAPITRE I. MÉTHODOLOGIE DE MODÉLISATION ET D'ESTIMATIONoù D, opérateur de di�érence de taille N2C � Nx, est dé�ni ligne par ligne (chaque ligneétant indexée par son numéro de clique i) par l'opérateur de di�érence sur les deux sitesde la clique i. D est donc en particulier une matrice creuse. En revanche, c'est l'ordre duvoisinage qui dé�nit le support de la caractéristique locale, (et par conséquent le nombrede cliques). Le rôle de ce support est important car il intervient dans le support de lacaractéristique locale a posteriori et, plus ce dernier est important, plus le coût de miseen ÷uvre d'une mise à jour d'un pixel dans un algorithme d'échantillonnage est élevé (cf.[Idier 1991] et [Nikolova 1995]).Par souci de simplicité, nous choisissons pour les méthodes d'inversion en TIÉ defaire intervenir les dépendances locales entre éléments exclusivement par des di�érencespremières sur des voisinages d'ordre 1. Pour construire une loi a priori , il reste donc àchoisir la fonction �.3.4.3 Choix d'une fonction de potentiel3.4.3.1 Homogénéité Puisque nous avons choisi de n'utiliser pour la régularisationque des di�érences premières, la fonction d'énergie U(x) peut se réécrire :U(x) = �(Dx) = N2CXi=1 �i(ti)où i désigne l'indice de la clique courante et ti = xp � xq est la di�érence première entreles deux pixels (p; q) associés à la i-ème clique. Le maillage triangulaire que nous utilisonsétant irrégulier, il semble naturel de choisir pour chaque fonction de potentiel�i(ti) = ci�c �(ti) (I.33)où ci désigne la longueur de l'arête commune aux deux éléments adjacents de la clique iet �c = 1N2C N2CXi=1 ciest la moyenne arithmétique de ces cotés. On pénalise ainsi chaque di�érence propor-tionnellement à la longueur de l'arête commune. Dans la suite, comme nous utilisons desmaillages proches de l'équilatéralité, nous choisissons un champ de Gibbs homogène enposant : 8i 2 [1::N2C ]; �i(ti) = �(ti):3.4.3.2 Convexité Les algorithmes les plus fréquemment utilisés étant des algorith-mes de descente, la convexité est une qualité très recherchée des fonctions de potentiel.Parmi les plus fréquemment utilisées (cf. Fig. I.5), on trouve les fonctions de potentielsuivantes :



3. Résolution du problème inverse 37� �(t) = t2. Le potentiel quadratique correspond à une régularisation L2, i.e., un apriori gaussien. Cette fonction, (appliquée aux di�érences d'ordre 1) favorise la continuitélocale de l'objet en pénalisant fortement les discontinuités ;� �(t) = jtj. Ce potentiel correspond à une régularisation L1, i.e., un a priori la-placien. Tout en favorisant une certaine continuité locale, sa croissance moins rapide àl'in�ni que le L2 permet à ce potentiel de préserver les fortes discontinuités. Toutefois,ce potentiel n'est pas strictement convexe et son utilisation avec nombre de méthodes dedescente est fortement contrariée par sa non dérivabilité en t = 0 ;� �p(t) = jtjp ; 1 < p � 2. Cette fonction de potentiel correspondant à une régu-larisation Lp a été introduite dans [Bouman et Sauer 1993] sous l'appellation de modèlede Gauss-Markov généralisé. Elle est utile en particulier pour les p proches de 1 pourfavoriser des discontinuités dans les reconstructions tout en étant dérivable en t = 0 ;� �� (t) = n t2�2 si jtj < � , 2 jtj� � 1 sinon. Ce potentiel L1=L2 est connu sous le nomde fonction de Huber (cf. [Huber 1981], [Künsch 1994]). Pour � proche de 0, il possèdeun comportement L1 tout en restant dérivable à l'origine. Il o�re en plus l'avantage den'utiliser que des fonctions de puissances entières (1 et 2) ce qui est moins cher en coût decalcul algorithmique que des fonctions Lp. Nous utilisons ce potentiel pour l'estimationen TIÉ par le MAP ;� �� (t) = ln ch jtj� , utilisée dans [Green 1990] ;� �� (t) = jtj� � ln(1 + jtj� ), utilisée dans [Li et Huang 1995].

−τ  0  τ Fig. I.5 - Fonctions de potentiel convexes : L2 (:), L1 et Huber (�), Lp (�), ln ch jtj� (��)et jtj� � ln(1 + jtj� ) (��).Toutefois, l'e�cacité des fonctions de potentiel convexe pour reconstruire des discon-tinuités demeure limitée car elles pénalisent très fortement les grands écarts entre pixels



38 CHAPITRE I. MÉTHODOLOGIE DE MODÉLISATION ET D'ESTIMATIONvoisins. Parmi les fonctions non convexes envisageables, on trouve les fonctions unimodalessuivantes :� �� (t) = min( t2�2 ; 1). Cette fonction appelée quadratique tronquée a été introduitepar [Blake et Zisserman 1987] pour la segmentation d'images. Appliquée sur les di�é-rences entre pixels adjacents, elle favorise une douceur entre pixels voisins grâce à sa zônequadratique. Elle permet néanmoins de reconstruire les discontinuités en ne pénalisantpas davantage les écarts dépassant le seuil � . L'utilisation de cette fonction pour estimerle MAP de manière optimale a été rendue possible grâce à l'utilisation de la non-convexitégraduelle (GNC) [Blake et Zisserman 1987]. Cette fonction a également été utilisée avecsuccès en problèmes inverses (dont le modèle direct est linéaire) par [Nikolova 1995] et[Martin 1993], grâce à un a�nement dans la mise en ÷uvre du GNC ;� �� (t) = � 11+ t2�2 introduite par [Geman et McClure 1987] ;� �� (t) = ln(1 + t2�2 ) introduite dans [Hebert et Leahy 1989] ;� �� (t) = � 11+ jtj� introduite dans [Geman et Reynolds 1992].Une autre manière d'introduire des fonctions de potentiel non convexe consiste à in-troduire dans celles-ci des variables auxiliaires de sorte que�(t) = minl  (t; l):Dans certains cas, la variable auxiliaire l s'interprète comme une variable de ligne. Ainsi,la quadratique tronquée peut se réécrire :�� (t) = minl h t2� 2 (1� l) + l� 2 i; l 2 f0; 1goù l s'interprète ici comme une variable de ligne binaire : si l = 1, il existe une discon-tinuité entre les deux sites concernés par la di�érence t, si l = 0, il n'y en a pas. Demême, le cadre théorique de la dualité, construit à partir des propriétés de la transfor-mée de Legendre Fenschel, permet de construire des fonctions  (t; l) où l est alors unevariable de ligne à valeur continue (cf. [Luenberger 1969], [Geman et Reynolds 1992] et[Geman et Yang 1995]). L'utilisation de la dualité peut s'interpréter explicitement sous laforme d'une fonction d'énergie U(x; l) de sorte que le nouveau critère global s'écrit :J 0(x; l) = Jobs(x) + �U(x; l):Que ce soit pour les méthodes déterministes ou pour les méthodes stochastiques, l'intérêtalgorithmique de la dualité réside donc � en dépit de l'augmentation du nombre de va-riables � dans la séparabilité des variables de lignes (au sens ou aucune clique ne contientplus d'une variable de ligne) ainsi que dans une éventuelle simpli�cation de J 0(x; �) parrapport à J(x).



3. Résolution du problème inverse 393.5 Choix des hyperparamètresL'utilisation d'une loi de probabilité a priori pour le bruit b et pour l'objet x faitintervenir des paramètres permettant de contrôler la forme de ces loi, �obs et �apr, encoreappelés hyperparamètres. La détermination d'estimées ponctuelles avec les méthodes quenous venons de mentionner suppose que nous �xions les hyperparamètres pour les intégreraux algorithmes. Or, nous venons de voir que le choix de ces lois est aussi bien régipar des considérations avant tout qualitatives re�étant une information a priori que pardes considérations pratiques re�étant la capacité de mise en ÷uvre algorithmique del'estimateur. La recherche de la �vraie valeur� des hyperparamètres n'a donc pas plus desens, au regard du compromis que nous venons de mentionner, que la recherche du �vrai�x. Toutefois, l'emploi de certaines valeurs d'hyperparamètres conduit à des estimations�inacceptables� alors qu'avec d'autres valeurs, la même méthode donnera des estimations�remarquables� i.e., conformes à l'attente de l'utilisateur. On est donc facilement conduità rechercher, à l'intérieur même de la méthode d'estimation, une valeur optimale de � =(�obs; �apr), dans un sens qui reste à dé�nir.On trouve dans la littérature diverses méthodes visant à formaliser et à automatiserun choix optimal des hyperparamètres. On peut mentionner en particulier les méthodes demaximum de vraisemblance (MV) et de maximum de vraisemblance généralisé (MVG) quipossèdent des fondements probabilistes. Toutefois, ces méthodes sont rarement utilisées enpratique car elles font appel, comme �brique élémentaire� de l'algorithme, aux méthodesd'estimation à hyperparamètres �xés. Or, si les méthodes d'estimation d'hyperparamètrespeuvent être relativement rapides et peu coûteuses pour des problèmes de débruitage, cen'est déjà plus le cas pour les problèmes de restauration où le voisinage a posteriori d'unpixel s'étend sur quelques pixels. C'est a fortiori encore moins le cas pour un problèmenon linéaire de reconstruction tel que la TIÉ où le voisinage a posteriori d'un éléments'étend à tout le domaine. La question de l'estimation des hyperparamètres en TIÉ sesitue donc au delà du présent travail. L'utilisation de méthodes d'inversion stochastiquespour la TIÉ, tel que nous l'envisageons au chapitre V, constitue toutefois un point dedépart intéressant pour aborder cette question.Nous proposons donc ici des méthodes d'estimation TIÉ supervisées, i.e., mettant en÷uvre les algorithmes avec des hyperparamètres déterminés. Deux remarques peuventnous aider à �xer ces paramètres pertinemment :� La première remarque que l'on peut faire au sujet des hyperparamètres est qu'ilscorrespondent souvent, dans l'esprit de l'utilisateur, à des échelles de valeur relativementprécises. Ainsi, l'ordre de grandeur de la puissance de l'incertitude b est-elle souventconnue, de même que l'ordre de grandeur des discontinuités susceptibles d'apparaîtredans l'objet x. De même, il est di�cile d'imaginer, pour le paramètre � � contrôlantla pondération entre la �délité aux observations et l'a priori � des variations pouvantdépasser quelques ordres de grandeur ;� Le second point consiste à voir qu'en pratique, si le problème est bien régularisé et



40 CHAPITRE I. MÉTHODOLOGIE DE MODÉLISATION ET D'ESTIMATIONque l'utilisateur �n'en exige pas trop� des observations, la qualité des estimations n'estsensible aux variations des hyperparamètres que lorsque ces variations sont grandes, i.e.,de l'ordre d'un facteur d'échelle.C'est pourquoi, dans un grand nombre de cas, l'estimation des hyperparamètres este�ectuée � au jugé�. L'utilisateur commence par utiliser sa procédure d'estimation su-pervisée avec des hyperparamètres qu'il juge a priori plausibles. Puis, au vu des résultatsobtenus, il a�ne son estimation en modi�ant les hyperparamètres dans le sens qu'il perçoitcomme étant susceptible d'améliorer l'estimation. En règle générale, un très petit nombred'appels de la procédure (moins d'une dizaine s'il y a moins de 3 hyperparamètres) estnécessaire pour déterminer un � � convenable�. C'est cette méthode que nous utilisonspour l'inversion en TIÉ.



Chapitre II
MODÈLE ANALYTIQUE DU PROBLÈME DETOMOGRAPHIE D'IMPÉDANCE ÉLECTRIQUE

1 IntroductionNous présentons ici la modélisation par les lois de la physique de l'expériencede tomographie d'impédance électrique (TIÉ), puis les formulations analytiquesrésultantes du problème de TIÉ. Plus précisément, nous nous intéressons ici au modèleanalytique au sens où nous l'avons dé�ni au chapitre I, permettant d'envisager le com-portement à la fois du problème direct et du problème inverse de TIÉ (dé�nis ci-après).Rappelons que nous étudions la TIÉ d'objets conducteurs fermés isotropes a priori inho-mogènes et bidimensionnels, soumis à des courants continus. Par conséquent, nous nousconsacrons seulement à l'analyse de conductivités réelles.Hormis l'originalité de la présentation, ce chapitre ne présente pas de nouveauté scien-ti�que. Il a pour but, dans un premier temps, de montrer simplement les propriétés analy-tiques et les liens qualitatifs qui existent entre les distributions de courant et de potentield'une part, et la distribution de conductivité du milieu d'autre part, pour le problèmedirect comme pour le problème inverse. Nous présentons pour cela deux formulationsanalytiques di�érentes du problème : d'abord la formulation di�érentielle puis la formu-lation variationnelle . Dans le cas général, ces équations n'admettent pas de solutions seprésentant sous la forme de fonctions analytiques connues. Aussi, ce chapitre constitueégalement une introduction, par le biais de la formulation variationnelle, à la résolutionnumérique du problème direct par la méthode des éléments �nis, que nous présentonsdans le chapitre III.2 ConventionsNous notons 
 (Fig. II.1) le domaine 2D en question et �
 son contour 1. Un point Mde 
 est repéré par ses coordonnées (x; y). Dans la suite, toutes les grandeurs dé�nies1: Habituellement, la notation �
 désigne la fermeture de 
 et non sa frontière. Ici, toutefois, comme
 est fermé, sa fermeture est égale à 
. Il n'y a donc pas d'ambiguïté.41



42 CHAPITRE II. MODÈLE ANALYTIQUE DU PROBLÈME DE TIÉsur 
 (en particulier leurs restrictions sur �
) sont implicitement des distributions. Nousprécisons leur espace de dé�nition seulement si cela s'avère nécessaire à la compréhensionde la physique du problème.Le milieu considéré, de conductivité �, est non dégénéré : il n'y a ni zones supracon-ductrices (� =1) ni � trous� (� = 0). Il n'est pas nécessaire de supposer � continu.



�


0
y

x
Fig. II.1 - Le domaine 
 est un fermé connexe, non nécessairement convexe.Nous notons ~| la densité de courant, ~E le champ électrique, I et V les distributionsrespectives du �ux de courant et du potentiel électrique sur 
 et �I, �V leurs restrictionssur �
. Il est alors utile de distinguer deux types de problèmes directs di�érents. Nousappelons problème direct restreint la détermination de �V à partir de � et �I. C'est cettedétermination qui est, à proprement parler, utilisable en pratique puisque l'expériencene nous fournit que la restriction de V sur �
 (les mesures). D'autre part, nous appelonsproblème direct voire problème direct étendu le calcul de V connaissant �I et �. Quant auproblème inverse, que nous cherchons à résoudre, il consiste à déterminer � à partir de �Iet �V .3 Équations de la physique du problèmeLa physique de l'expérience, modélisée à partir des équations de Maxwell, est assezsimple. Étant donné les hypothèses que nous avons choisies (courant statique et continu),seules deux de ces équations interviennent. La première résulte du principe de conservationde la matière. En tout élément de surface de notre objet, le courant rentrant est égal aucourant sortant. Autrement dit, la divergence de celui-ci, en chaque point M de l'objet



3. Équations de la physique du problème 43est nulle, ce qui s'écrit : div~| = 0: (II.1)avec ~|(M) dé�ni ci-avant. La seconde de ces équations résulte du principe de conservationde l'énergie d'une part, et d'autre part du fait qu'une charge exerce une force radialesur les autres charges. L'énergie fournie à une particule chargée pour partir et revenir aumême endroit, sous l'in�uence d'un élément de charge, est nulle. Autrement dit, le travailtotal de la force électrique exercée par cet élément, ou encore la circulation de son champélectrique ~E sur une courbe fermée est nulle, ce qui revient à :�!rot ~E = ~0: (II.2)En�n, en régime stationnaire, la loi d'Ohm stipule qu'il s'établit un équilibre entre lechamp électrique et le courant électrique. Cela se traduit par la colinéarité de ~E et de ~|.Le coe�cient de proportionnalité étant la conductivité �(M), on a :~| = � ~E: (II.3)Remarque II.1 (Unités).En raison de la modélisation 2D du problème il peut apparaître une ambiguïté sur lesunités de mesure utilisées. Deux points de vue sont envisageables pour l'interprétation.� Soit l'expérience 2D considérée est une coupe particulière d'une expérience 3D(uniforme sur la cote). Alors les courants imposés � vus � par le milieu 2D sont descourants linéiques (A.m�1) et les unités des grandeurs sont les suivantes :V � V; ~E � V:m�1; ~| � A:m�2; I � A:m�1; � � S:m�1;ce qui ne change rien aux unités habituelles dé�nies en 3D.� Soit l'expérience 2D considérée est la � sommation projetée� de l'expérience 3D.Cela revient alors à imposer des courants (A) sur une courbe et non sur une surface. Lesunités deviennent : V � V; ~E � V:m�1; ~| � A:m�1; I � A; � � S;En particulier, ~| devient une densité linéique de courant et � devient une conductance.Remarque II.2 (Bilinéarité de (II.3)).Les grandeurs ci-dessus (vectorielles ou scalaires) sont des distributions sur 
. Ainsi,si (II.1) et (II.2) sont linéaires au sens où �!rot et div sont des opérateurs linéaires sur 
,il est important de voir que (II.3) n'établit pas une simple dépendance linéaire entre ~| et~E. En e�et, l'application : (�; ~E) 7! ~| = � ~E (II.4)est bilinéaire, i.e. linéaire en ~E à � �xé et réciproquement.



44 CHAPITRE II. MODÈLE ANALYTIQUE DU PROBLÈME DE TIÉLes équations (II.1), (II.2) et (II.3) contiennent toute la mathématique interne duproblème. Leur combinaison, grâce à l'apport de conditions aux limites ainsi que le choixde variables adéquates, aboutit à une formulation explicite du problème. Dans la littéra-ture, on trouve plusieurs formulations di�érentes (équivalentes) pour le problème direct.Présentons tout d'abord la formulation di�érentielle.4 Modèle électrique di�érentiel du problème directUne majorité d'auteurs utilise cette formulation. On pourra se référer en particulierà [Alessandrini 1988], [Sylvester et Uhlmann 1987] , [Kohn et McKenney 1990] ainsi qu'à[Webster 1990], qui constitue le premier ouvrage de synthèse en TIÉ. Partons de l'équation(II.2) qui implique que le champ ~E dérive d'un potentiel scalaire :~E = ���!gradV; (II.5)où le signe �, purement conventionnel, exprime que le courant descend le potentiel élec-trique V . Désignons par �
j la portion de périmètre de l'objet où l'on impose le courantet �
V la portion de périmètre où l'on impose le potentiel. Nous considérons les cas où�
 = �
V [ �
j constitue une partition de la frontière. Si �
V 6= ? ou �
j 6= ?, le problèmeest dit mixte. Le modèle mathématique de l'expérience tient tout entier dans les troiséquations qui suivent. La première est l'équation de Poisson prise dans le cas particulieroù le second membre est nul � équation elliptique [Davies 1980, Renardy et Rogers 1993]de Poisson-Laplace �, i.e. : div(���!gradV ) = 0 (II.6)avec sur �
V une condition aux limites de type Dirichlet :V = V�
V (s); s 2 �
V (II.7)et sur �
j une condition aux limites de type Neumann :� @@~nV = j�
j (s); s 2 �
j (II.8)où @@~n opère une dérivée normale extérieure (à la frontière) et s est une mesure linéique dedistance sur cette même frontière. En deux dimensions, l'équation (II.8) peut s'exprimersous la forme de conditions aux limites de type Dirichlet. En e�et, dans ce cas, toutvecteur de divergence nulle dérive orthogonalement d'une fonction �ux :div~| = 0, ~| = (��!gradI)?; (II.9)sachant que (x; y)? = (�y; x). I est appelé le �ux de courant (couramment le courant).En particulier, la composante normale jp sur �
j détermine les valeurs du courant sur lepérimètre : I�
j(s) = Z j�
j ds0:



4. Modèle électrique di�érentiel du problème direct 45Ce scalaire s'interprète comme suit. Si s2 > s1, alors I�
j (s2)�I�
j (s1) est le courant sortantdu domaine entre les points d'abscisse curviligne s1 et s2. La condition aux limites (II.8)se traduit alors sur �
j =: �
I par : I = I�
I (s); (II.10)où I�
I (s), comme V�
V (s), est donné à une constante près.La résolution de cette EDP n'aboutit pas, en règle générale, à des solutions analy-tiques explicites. Nous mentionnons néanmoins dans l'annexe de ce chapitre deux cas trèsparticuliers où de telles solutions existent (i.e., où 
 et �I ont des formes très simples).Par ailleurs, on peut rencontrer une autre présentation de la formulation di�érentielle.Quelques auteurs comme [Barber et Brown 1986] ou [Goussard 1992] ont opté pour uneécriture di�érente de (II.6) (valable si � est strictement positif). On utilise pour cela laformule suivante : div(a��!gradU) = a �U + h��!grada;��!gradUi;ce qui donne, en introduisant dans (II.6) la log-conductivité  := log � :�V + h��!grad;��!gradV i = 0: (II.11)Bien que la manipulation d'une telle formulation soit plus délicate analytiquement, l'em-ploi de la log-conductivité (ou de son opposé, la log-résistivité) permet de travailler dansR et non plus dans R+�. De plus, ainsi que nous l'avons mentionné au chapitre I � 3.4.1,cette variable, qui apparaît comme une paramétrisation plus pertinente de la grandeurà estimer, permet, lors de la reconstruction, de moins pénaliser les hautes conductivi-tés (ce qui va dans le sens d'une meilleure estimation des distributions de conductivitéscontrastées) et de mieux pénaliser les très basses conductivités.Remarque II.3 (Lien entre les conditions aux limites).Il est important de remarquer que l'apport des conditions aux limites ne peut se faireindépendamment pour �V et �I. Si cette remarque semble trivialement valable pour un �donné, il faut aussi noter que cela reste vrai pour une conductivité � que l'on recherche.En particulier, si on se donne indépendamment �V et �I dans R, il n'existe pas en règlegénérale, loin s'en faut, de � correspondant véri�ant ces conditions aux limites. On peutmontrer que �V et �I appartiennent en fait à des espaces reliant leur régularité : les espacesde Sobolev. C'est la raison pour laquelle, on ne peut se donner �d'entrée� des données desortie. On est obligé de les construire en résolvant le problème direct car l'espace image del'application (ici Im[V (�)]) dépend de �I, intervenant ici comme paramètre. Toutefois, lesespaces de Sobolev ne peuvent apparaître que dans le cadre des formulations intégralesdu problème direct.



46 CHAPITRE II. MODÈLE ANALYTIQUE DU PROBLÈME DE TIÉ5 Modèle électrique variationnel ou intégralLe cas le plus général qui nous intéresse, où 
, � et les conditions aux limites sontquelconques, ne permet pas d'obtenir l'expression de V sous forme analytique, même sousla forme d'un développement en série. Parmi les familles de méthodes d'approximationqui convergent, deux sont souvent utilisées : les méthodes de di�érences �nies, qui seconstruisent naturellement à partir du modèle di�érentiel présenté précédemment, oubien les méthodes d'éléments �nis, qui proviennent plus directement de la discrétisationdes formulations intégrales du même modèle.On distingue également deux formulations intégrales. La première provient simplementde l'intégration de l'équation (II.6) sous les contraintes (II.7) et (II.8). C'est elle qu'onappelle couramment formulation intégrale (cf. [Zienkiewicz et Taylor 1989]). Elle permetd'utiliser la méthode des moments pour la résolution par éléments �nis. Nous lui préfé-rons la formulation variationnelle qui permet d'utiliser la méthode de Rayleigh pour larésolution par éléments �nis (cf. chapitre III). Elle di�ère de peu sous sa présentation dela précédente mais elle possède une interprétation physique en terme de bilan énergétiquesur le domaine que ne possède pas la première. C'est donc celle-ci que nous présentonsmaintenant.5.1 Principe de la formulation variationnelleComme nous l'avons mentionné ci-dessus, l'approche variationnelle n'est pas, du pointde vue du mathématicien, rigoureusement équivalente à l'approche di�érentielle. Celle-cipossède en e�et l'inconvénient de pouvoir faire intervenir des fonctions non dérivables encertains points. Ceci a pour conséquence d'empêcher jusqu'à l'existence de solution pourle problème direct, alors que la di�culté n'apparaît qu'en un petit nombre de points. Enparticulier, la formule d'échange de dérivation de Green,Z u@v@sds = � Z v@u@s ds; (II.12)n'a de sens que si @u@s est dé�nie partout. Cette di�culté est surmontée grâce à l'intro-duction de la dérivation au sens faible, dans le cadre des distributions. Dans ce dernieren e�et, l'échange de dérivation (II.12) est licite, ce qui permet de montrer l'existence desolutions dans des espaces de Sobolev. Pour plus de détails à ce sujet, on pourra se référerà la bibliographie concernant les distributions et la résolution des équations aux dérivéespartielles, par exemple [Renardy et Rogers 1993] ou encore [Kardestuncer et coll. 1987].Dans la suite, sauf en cas de nécessité, nous omettons de détailler les espaces d'apparte-nance des distributions considérées, notre but étant de faire comprendre �physiquement�le principe de cette formulation, utilisée en particulier dans [Kohn et McKenney 1990].Nous détaillons ici cette formulation.



5. Modèle électrique variationnel ou intégral 47Pour cela, partons de l'équation de colinéarité (II.3). Comme on ne considère que desconductivités strictement positives, on peut dé�nir le vecteur~�c := �1=2~|� ��1=2 ~E = 0;vecteur homogène à la racine d'une puissance. Cette relation étant valable pour toutM 2 
, elle est équivalente à :� := 12 ZZ
h~�c; ~�ci dx dy = 0soit �( ~E;~|; �) = 12 ZZ
 j�1=2 ~E � ��1=2~| j2 dx dy = 0:Cette intégrale signi�e l'équilibre global sur le domaine, à régime stationnaire, entre lapuissance � potentielle � fournie par le champ électrique et la puissance � cinétique �consommée par les charges traversant le milieu. On peut déjà remarquer que, pour annulercette intégrale, il � su�t � de la minimiser. C'est en ce sens que cette formulation estquali�ée de variationnelle. C'est bien sûr cette propriété que nous utilisons lors de larésolution numérique présentée au chapitre III. Nous pouvons maintenant faire apparaîtretrès simplement les hypothèses (II.1) et (II.2), grâce à leurs équivalents (II.9) et (II.5) :�(V; I; �) = 12 ZZ
 j�1=2��!gradV + ��1=2(��!gradI)?j2 dx dy: (II.13)Développons le carré sous l'intégrale :�(V; I; �) = 12 ZZ
h�j��!gradV j2 + ��1j��!gradIj2 + 2h��!gradV; (��!gradI)?ii dx dy:Le troisième terme de ce bilan d'énergie ne fait pas intervenir la conductivité �. Il cor-respond donc à l'énergie venant de l'extérieur pour compenser la consommation d'énergie(strictement positive) par e�et Joule à laquelle sont associés les deux premiers termes.La divergence globale du troisième terme sous l'intégrale est donc nulle, ce que traduit laformule de Green [Davies 1980] :ZZ
h��!gradV; (��!gradI)?i dx dy = Z�
j V @I�
I@~t ds� Z�
V I @V�
V@~t ds; (II.14)où @@~t représente la dérivée tangentielle orientée dans le sens trigonométrique inverse sur�
, ce qui fait apparaître, par la même occasion, les conditions aux limites. Il vient donc :�(V; I; �) = 12 ZZ
 �j��!gradV j2 dx dy (II.15a)+ 12 ZZ
 ��1j��!gradIj2 dx dy (II.15b)+ Z�
j V @I�
I@~t ds (II.15c)� Z�
V I @V�
V@~t ds; (II.15d)



48 CHAPITRE II. MODÈLE ANALYTIQUE DU PROBLÈME DE TIÉce qui donne, compte tenu de la formule d'échange de dérivation de Green (II.12) sur �
,�(V; I; �) = 12 ZZ
h�j��!gradV j2 + ��1j��!gradIj2i dx dy + Z�
 V @I�
@~t ds; (II.16)ce qui constitue la formulation variationnelle du problème, à minimiser pour résoudre leproblème direct. Examinons maintenant les propriétés analytiques, déduites à partir decette formulation, de la solution du problème direct d'une part, puis de celle du problèmeinverse.5.2 Propriétés de la solution du problème directRemarquons tout d'abord qu'il existe une in�nité d'écritures di�érentes du type �
 =�
V [ �
I , traduisant une in�nité de formulations variationnelles équivalentes pour (II.15),(II.16) étant le cas particulier de (II.15) dans lequel les conditions aux limites sur �
 nesont que des courants. Cette propriété, qui caractérise la stationnarité du régime entrée-sortie en courant, se traduit par l'�oubli� des conditions initiales d'excitation, donc, enparticulier, par l'indiscernabilité entre les électrodes qui � imposent� le courant et cellesqui le � recueillent�.En pratique néanmoins, on peut remarquer que, pour la résolution du problème direct,on a intérêt à se placer dans un des deux cas où on impose des entrées de même nature :soit �tout courant� � comme (II.16), soit �tout tension�. En e�et, sans pour autant êtrecapable de trouver une solution analytique au système, on s'aperçoit que la résolution dusystème se découple. Dans le cas tout courant ([I; �]! V ) par exemple, où on minimise(II.16) en dérivant � par rapport à V , il apparaît que la solution V � ne dépend pas deI tout entier mais du seul I�
 et réciproquement dans le cas tout tension. De plus, nouspouvons noter (cf. Fig. II.2) que dans ce cas, la résolution du problème en I, si elle estpossible, peut s'e�ectuer avec le même système que la résolution en V , en remplaçant �par ��1 et �I par � �V dans (II.16).Cette symétrie s'avère en particulier très utile lors dela véri�cation de la méthode de résolution par éléments �nis. V nI�I n � �V�n��1
Fig. II.2 - Symétrie de la résolution du problème direct avec la formulation intégrale.La résolution du problème V; � ! I s'e�ectue avec le même opérateur que le problèmeI; � ! V , en permutant les entrées à un signe près et en inversant la conductivité.Nous présentons maintenant trois théorèmes permettant de souligner certaines proprié-tés importantes de la solution du problème direct. Les deux premiers théorèmes sont un



5. Modèle électrique variationnel ou intégral 49rappel des résultats classiques des solutions des EDP. Pour plus d'informations, on pourraconsulter des ouvrages tels que [Kardestuncer et coll. 1987] ou [Renardy et Rogers 1993].Théorème II.1 (Existence et unicité).Dans le cadre de l'hypothèse tout courant, si �
 est un contour topologiquement C1,alors, moyennant une régularité su�sante de �I � i.e., telle que l'équation (II.16) ait unsens, on a :i. il existe une solution faible V minimisant (II.16) ;ii. cette solution est unique, à une constante additive près ;iii. elle a la même régularité que �I (i.e., appartient à un espace de Sobolev de mêmesdegrés que �I).Ce théorème appelle quelques commentaires. D'abord, d'après ii, on voit que les condi-tions aux limites dites naturelles sur �I ne su�sent pas pour assurer l'unicité de la solution.La condition de Dirichlet sur V , dite condition aux limites essentielle, doit en fait êtrefournie au minimum sur un point (qui peut tout à fait appartenir à l'intérieur �
 de 
).La formulation di�érentielle permet aussi de montrer cette propriété puisque l'opérateurlaplacien � �ltre la moyenne. Ensuite, d'après i, l'existence d'une solution faible signi�eune solution au sens des distributions. Il faut souligner que les conditions de validité dece théorème demeurent très générales. En e�et, dans la plupart des cas rencontrés enpratique, la solution existe, non seulement au sens des distributions mais aussi au sensdes fonctions. C'est le cas en particulier lorsque �
 est polygonal (cf. l'exemple de l'annexeoù �
 est un carré),Une autre propriété intéressante caractérise la solution :Théorème II.2 (Principe des extrema).Comme pour de nombreux problèmes dont la formulation s'écrit sous la forme d'uneéquation aux dérivées partielles elliptique du type �u = 0, les distributions solutions V etI, dites harmoniques, possèdent les propriétés suivantes :� V et I sont bornés ;� leurs extrema sont atteints sur la frontière �
.Ce théorème est la traduction à deux dimensions (et plus) de la propriété selon laquelletout potentiel mesuré à l'intérieur d'un dipôle passif traversé par un courant est comprisentre les potentiels d'entrée et de sortie.Le troisième théorème résulte d'une étude déjà plus spéci�que réalisée en vue duproblème inverse.



50 CHAPITRE II. MODÈLE ANALYTIQUE DU PROBLÈME DE TIÉThéorème II.3 (Stabilité [Calderon 1980]).La fonctionnelle donnée par � 7! �V�I est analytique, donc continue.Les théorèmes II.1 et II.3 attestent donc que le problème direct, dans son expressionanalytique, est bien posé au sens de Hadamard, i.e., la solution existe, est unique (à uneconstante près) et continue par rapport aux variables d'entrée � ici, �I (II.1) et � (II.3).Voyons maintenant ce qu'il en est pour le problème inverse.5.3 Propriétés de la solution du problème inverseL'article [Calderon 1980] d'où est tiré le théorème II.3 est à l'origine de nombreusesétudes visant à prouver le caractère � bien posé� du problème inverse. La décennie 80a vu successivement paraître des articles tels que ceux de [Kohn et Vogelius 1984] et de[Sylvester et Uhlmann 1987] montrant, dans le cas multidimensionnel (n > 3) et pour desdistributions de conductivité su�samment � douces�, que le problème inverse est bienposé. Le cas le plus général a été démontré dans [Alessandrini 1988] dont nous donnonsun énoncé simpli�é dans le théorème suivant :Théorème II.4 (Détermination stable de la conductivité).Soient �1 et �2 deux distributions de conductivité non dégénérées. Alors, dans le casmultidimensionnel (n > 3), il existe C > 0 et � 2]0; 1[ tels que :k�1 � �2k 6 C ��log[ �V�I(�1)� �V�I(�2)]���� ; (II.17)pourvu que �V�I(�1) et �V�I(�2) soient su�samment proches (cf. Fig. II.4).Les normes utilisées sont les normes d'appartenance des grandeurs aux espaces deSobolev. Ce théorème fournit donc une majoration établissant l'unicité et la dépendancecontinue liant la conductivité aux observations : le problème inverse est donc lui aussi,� bien posé�. Toutefois, on peut remarquer que la fonction jlog tj�� admet une dérivéein�nie en t = 0, ce qui signi�e, si la majoration est faite � au plus juste �, que l'on sesitue, parmi les cas �bien posés�, à la limite de l'instabilité.Nous n'avons pas relevé à ce jour, hormis pour une conductivité quasi constante([Sylvester et Uhlmann 1987]), de démonstration équivalente pour le cas bidimensionnel.Remarque II.4 (Signi�cation pratique du théorème II.4).La portée pratique de ce résultat est limitée. En e�et, �V et �I ne sont pas parfaitementaccessibles, d'une part à cause du nombre �ni d'électrodes utilisées et d'autre part parceque les grandeurs relevées sont entâchées de bruit. De plus, on devine qu'il sera nécessaire,pour pouvoir fournir une estimation de bonne qualité de la conductivité, d'introduire plu-sieurs jeux d'observations indépendantes dans les méthodes de reconstruction. Ce résultatest néanmoins intéressant car il donne, à l'avance, une idée de la di�culté et de la hauteinstabilité numérique des méthodes d'inversion non régularisées en TIÉ.



6. Annexe : exemples de solutions analytiques 51

C� � log[ � V � I(� 1)�� V � I
(� 2)  ]� ���

0  �V�I(�1)� �V�I(�2)Fig. II.3 - Théorème II.4 : comportement qualitatif (� = 0:2) du majorant de l'écart relevésur deux potentiels observés en fonction de la distance séparant les deux distributions deconductivité qui les ont générées. Le courant imposé est le même pour les deux distribu-tions de conductivité. On observe bien une continuité en 0, avec cependant une dérivéein�nie, révélant la forte � contrainte � exercée sur la frontière �
, laquelle doit accumulersu�samment d'informations pour caractériser l'intérieur du domaine 
.6 Annexe : exemples de solutions analytiquesNous présentons ici deux des rares exemples où il existe des expressions analytiquesde la solution. Ces résultats permettent de se donner, pour le cas général quelconque, desrepères sur le comportement qualitatif des grandeurs invoquées.6.1 Domaine 
 carré et conductivité � uniformePour ce calcul, partons des équations aux dérivées partielles. Dans notre exemple[Davies 1980], on n'impose que des tensions de sorte que seules les équations (II.6) et(II.7) sont nécessaires. Dans le cas où la conductivité est choisie uniformément égale à 1,l'équation (II.6) peut être réécrite comme suit :@2V@x2 + @2V@y2 = 0: (II.18)Les conditions aux limites choisies dans notre exemple sont les suivantes :V (0; y) = 0; (II.19a)V (1; y) = 0; (II.19b)V (x; 0) = 0; (II.19c)V (x; 1) = sin �x; (II.19d)



52 CHAPITRE II. MODÈLE ANALYTIQUE DU PROBLÈME DE TIÉavec (x; y) 2 [0; 1]2. La solution de cette EDP est calculable en séparant les variables, i.e.,en posant : V (x; y) = U1(x)U2(y):Dès lors, (II.18) s'écrit avec des dérivées droites de U1 et U2 :d2U1dx2 (x)U2(y) + d2U2dy2 (y)U1(x) = 0;ce qui équivaut, pour tout point où U1 et U2 sont non nuls, à :U 001 (x)U1(x) = �U 002 (y)U2(y) ;ce qui, étant donnée l'indépendance des deux membres, implique que chacun d'entre euxest une constante : U 001 (x)U1(x) = �U 002 (y)U2(y) = �:Nous avons donc deux systèmes séparés qui donnent :d2U1dx (x2) = �U1(x); (II.20)d2U2dy (y2) = ��U2(y): (II.21)
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Fig. II.4 - Domaine carré avec une distribution de conductivité uniforme. Une solutionanalytique est alors calculable. Dans notre exemple, où c'est la tension qui est imposée sur�
, celle-ci est nulle sur tout le périmètre, sauf sur le côté supérieur où elle est sinusoïdale.



6. Annexe : exemples de solutions analytiques 53La résolution classique de ces équations di�érentielles conduit à l'expression généralesuivante :V (x; y) = A[exp (p�x) +B exp (�p�x)][exp (p��y) + C exp (�p��y)]: (II.22)Imposer les trois premières conditions aux limites réduit la famille (II.22) à la collectiondénombrable de solutions qui suivent :V (x; y) = A sinn�x sh n�y; n = 1; 2; 3; : : :Dans le cas où n = 1 et y = 1, cette expression s'écritV (x; y) = A sh � sin�x;ce qui est véri�é par la quatrième condition aux limites siA = 1sh � :L'expression analytique de l'unique solution est donc :V (x; y) = sin �x sh �ysh � : (II.23)On notera que si la quatrième condition aux limites n'est pas sinusoïdale mais quelconque,une solution analytique est toujours envisageable par décomposition de l'expression decette condition en série de Fourier [Renardy et Rogers 1993].6.2 
 circulaire, � en chapeauIci, nous considérons, sur un domaine 
 circulaire paramétré par 0 6 r 6 1 et� 2 [0; 2�], une inhomogénéité circulaire en chapeau centrée dé�nie par :�1 = �1(r; �) = 8<: � si 0 6 r 6 R1 si R < r 6 1: (II.24)Si la densité de courant à la frontière est décomposable en série de Fourier :j(�) = 1Xn=1 Cn cosn� + Sn sinn� (II.25)alors, en posant � = � � 1� + 1 ; (II.26)



54 CHAPITRE II. MODÈLE ANALYTIQUE DU PROBLÈME DE TIÉla solution de �V = 0, dont la démonstration repose sur la même méthode de séparationdes variables, est donnée par :�V (�; �1; j) = 1Xn=1 1n 1� �R2n1 + �R2n (Cn cosn� + Sn sinn�): (II.27)Cette expression est particulièrement intéressante (cf. [Isaacson 1986] et [Webster 1990])car elle permet de déterminer le �pouvoir séparateur� de l'expérience de TIÉ, c'est-à-direla capacité, en fonction du RSB en sortie, de faire la distinction entre une zone circulairede diamètre R de conductivité � et une zone de conductivité uniforme valant 1.

R0 1 x
y



Fig. II.5 - Domaine circulaire 
. La distribution de conductivité est en forme de chapeau :� constante sur un disque centré de rayon R, et valant 1 sur le reste du disque unité.De plus, l'équation (II.27) s'avère particulièrement utile pour mesurer les erreurs dediscrétisation introduites lors de la résolution du problème par la méthode des éléments�nis (cf. chap. III � 6.2).



Chapitre III
RÉSOLUTION DU PROBLÈME DIRECT DETOMOGRAPHIE D'IMPÉDANCE ÉLECTRIQUEPAR LA MÉTHODE DES ÉLÉMENTS FINIS

1 IntroductionNous avons vu dans le chapitre II qu'il n'existe pas, dans le cas général, de solutionexplicite pour résoudre la formulation analytique du problème direct de TIÉ. Ilfaut donc utiliser une solution approchée numériquement. Nous avons aussi remarqué quela résolution du problème direct s'obtient simplement par dérivation de la formulationvariationnelle (II.16). En�n, dans le chapitre I, nous avons vu que le modèle mathématiquecomplet comporte, en amont et en aval du modèle analytique, des étages de modélisationdes mesures permettant d'intégrer les observations (numériques) que sont en TIÉ lesmesures de courants et de tension.Dans le présent chapitre, nous commençons par présenter le modèle de mesure numé-rique des distributions de courant et de tension que nous adoptons. Ensuite, après unebrève description des modèles approchés envisageables, nous proposons une approxima-tion de la formulation variationnelle de TIÉ par la méthode des éléments �nis (MÉF).Puis, à partir de cette approximation et du modèle de mesure, nous construisons le modèlediscrétisé de résolution du problème direct que nous utilisons dans la suite pour l'inver-sion. En�n, nous montrons, aussi bien par des résultats quantitatifs que qualitatifs, quela qualité d'approximation ainsi obtenue par la MÉF est su�sante en vue de la résolutiondu problème inverse.La littérature générale sur la MÉF est abondante. On trouve nombre d'ouvragesde synthèse tels que [Strang et Fix 1973], [Davies 1980], [Marchouk et Agochkov 1981],[Kardestuncer et coll. 1987], [Zienkiewicz et Taylor 1989], [Nedelec 1991]... La résolutiondu problème TIÉ est un cas relativement simple de mise en ÷uvre de la MÉF. Aussi, enparticulier dans [Davies 1980], la résolution MÉF du problème TIÉ, est parfois donnéeen illustration, sans toutefois être grandement détaillée. Dans la littérature spéci�que àla TIÉ, lorsque les auteurs utilisent la MÉF pour résoudre le problème direct, peu dedétails, hormis dans [Webster 1990], sont accordés à la présentation de la résolution MÉF55



56 CHAPITRE III. RÉSOLUTION DU PROBLÈME DIRECT PAR LA MÉFdu problème direct. La MÉF est désormais considérée comme un outil connu qui vients'insérer dans la méthode d'inversion proposée par l'auteur.C'est pourquoi nous choisissons de donner ici une présentation détaillée de l'approxi-mation de (II.16). Il nous a paru en e�et important de développer les points suivants :� Nous opérons ici une discrétisation de la formulation variationnelle (II.16) parla MÉF. Certaines propriétés sont conservées lors de cette approximation telles que ladé�nie-positivité et le découplage courant/tension. D'autres sont perdues. En particulier,on ne peut plus annuler exactement l'intégrale (II.16) dé�nie précédemment, ce qui vainduire plusieurs modèles di�érents, quoique comparables, pour les observations.� Ces modèles possèdent la propriété théorique de convergence vers la solution exactelorsqu'on diminue la taille des éléments : l'erreur de discrétisation tend vers zéro. Aussi,pourvu qu'on n'ajoute pas d'approximation supplémentaire à celles e�ectuées lors de ladiscrétisation, ces modèles d'observations préservent �naturellement� la dépendance nonlinéaire des observations vis-à-vis de la conductivité.� En pratique, cette propriété théorique de convergence est à tempérer par l'insta-bilité numérique due à la limitation des calculateurs : pour des hautes précisions, le mo-dèle des observations peut s'avérer numériquement instable par ampli�cation des erreursd'arrondi. Toutefois, nous montrons que les méthodes d'inversion ne requièrent pas uneprécision telle qu'on aboutisse à des instabilités numériques sur des calculateurs double-précision. Par conséquent, l'identi�cation opérée au chapitre I entre le modèle discrétiséet le simulateur numérique est valable, si bien que le problème direct ne nécessite pas derégularisation. De plus, sans utiliser une discrétisation excessivement �ne, la MÉF fournitdes résultats d'une précision su�sante pour un coût de calcul très peu élevé.2 Modélisation numérique des mesures de courant etde tensionNous optons ici pour la modélisation numérique des mesures la plus simple possible. Sinous notons �v et �{ les vecteurs contenant les �N mesures, nous considérons que ces vecteurscontiennent exactement les valeurs échantillonnées respectives de �V et �I sur �N points dela frontière �
 (points que l'on suppose répartis de manière su�samment régulière pourque les mesures aient un sens). Cela revient à choisir un �modèle parfait� d'électrode, i.e.,d'une part des électrodes de mesure de tension ponctuelles situés exactement aux pointsde mesures avec une impédance de sortie in�nie et d'autre part une ceinture d'électrodescontinue presque partout imposant le courant entre les points de mesure des courants avecune impédance d'entrée nulle.Hormis sa simplicité, cette modélisation numérique des mesures possède l'avantaged'être directement discrétisable avec la MÉF si les n÷uds du domaine discrétisé sontsitués aux emplacements des électrodes de mesure des tensions tandis que les facettesextérieures des mailles triangulaires (cf. un peu plus loin la �gure III.3) situées sur la



3. Modèles approchés existants en TIÉ 57frontière correspondent exactement aux emplacements d'imposition continue du courant.Cette modélisation sous forme de ceinture d'électrodes est très proche de celle utiliséedans [Webster 1990] et [Hua et coll. 1991], à partir de laquelle les auteurs ont traité desdonnées réelles.Le principal inconvénient de cette modélisation des mesures réside dans le fait qu'unegrande partie des méthodes expérimentales se contente d'apposer des électrodes sur 10 à30 pourcents de la frontière. Le travail présent re�ète donc moins e�cacement les capa-cités de traitement envisageables à partir de données obtenues avec ces méthodes. Tou-tefois, comme l'indiquent (entre autres) les travaux de [Cohen-Bacrie 1994] ou ceux de[Fox et Nicholls 1997], la MÉF ou la méthode des di�érences �nies demeurent encore dansce cas très adaptées à la construction du modèle direct de TIÉ.Dans la suite de cette étude, nous nous plaçons donc dans ce cadre expérimentaloptimal que constitue la ceinture d'électrode de façon à pouvoir étudier les meilleuresrésolutions envisageables avec la TIÉ.3 Modèles approchés existants en TIÉOn trouve dans la littérature une grande variété d'approximations pour la résolutiond'équations aux dérivées partielles qui sont susceptibles d'être utilisées en TIÉ. Nouspouvons les regrouper en trois catégories.3.1 Les méthodes analytiquesLes méthodes analytiques consistent à approcher le modèle par des fonctions analy-tiques tabulées (sinusoïdes, fonctions de Bessel ou de Green : : : ) su�samment complexespour décrire avec �délité la réponse du système. Néanmoins, pour être valables, ellesnécessitent souvent des hypothèses particulières très fortes sur la forme du domaine etsur la conductivité (e.g., le domaine doit être circulaire ainsi que les inhomogénéïtés[Isaacson 1986]). L'avantage, si ces hypothèses sont véri�ées, est que la résolution de l'in-version peut se ramener à l'estimation d'un petit nombre de variables que l'on appelleparamètres en raison de la diversité d'unités qui les caractérise : typiquement en TIÉ, lerayon (en m) et l'amplitude (en 
.m) d'une inhomogénéité circulaire. C'est la raison pourlaquelle les méthodes d'inversion construites à partir des modèles directs analytiques sontquali�ées de paramétriques [Walter et Pronzato 1994]. Toutefois, il arrive que ces fonc-tions soient di�ciles à tabuler avec précision, surtout dans le cas où la tabulation ne peutêtre mise en oeuvre qu'après les observations (si elle en dépend). Dès lors, un compro-mis précision / temps de calcul intervient qui peut faire perdre en précision la qualitéque l'on tenait à garder avec des fonctions relativement complexes. En TIÉ, on trouverades exemples d'approximations analytiques dans [Inman et coll. 1973] (domaines in�nis),[Goussard 1992], [Dobson et Santosa 1994], [Somersalo et coll. 1991].



58 CHAPITRE III. RÉSOLUTION DU PROBLÈME DIRECT PAR LA MÉF3.2 Les méthodes discrètesAu contraire des méthodes précédentes, les méthodes discrètes approchent le modèlepar projection sur une base de fonctions polynômiales très simples (constantes, d'ordre1 ou 2) sur des morceaux du domaine lui-même discrétisé, appelés éléments dont lessommets sont appelés n÷uds. Dans les méthodes de di�érences �nies (MDF), ce sont lesopérateurs di�érentiels que l'on essaie d'approcher tandis que dans lesméthodes d'éléments�nis (MÉF), c'est directement la fonctionnelle qui est approchée par une fonction de basedont le support est l'élément. On peut réinterpréter les MDF comme une MÉF dontles fonctions de base s'apparentent à des dirac sur les n÷uds. Les MÉF et les MDFconvergent vers la solution exacte du système lorsque le nombre d'éléments augmentemais aussi, pour les MÉF, lorsque l'ordre des fonctions de base augmente. Ces méthodesse déclinent donc sous de nombreuses formes. Nous désignons dans la suite par MÉF,aussi bien les méthodes d'éléments �nis prises dans leur ensemble qu'une méthode MÉFparticulière. La relative simplicité de la MDF et de la MÉF les rend immédiatementadaptées aux méthodes d'imagerie, le pixel étant alors dé�ni soit comme un élément soitcomme un n÷ud. L'inconvénient de ces méthodes réside bien sûr dans une plus grandeimprécision de l'approximation par rapport aux méthodes analytiques. Toutefois, ce défautne se fait sentir en pratique que pour un très faible nombre d'éléments. En e�et, mêmeà faible nombre d'éléments, un domaine quelconque est souvent mieux représenté par unmodèle discret mais souple que par un modèle analytique puissant mais rigide. En TIÉ,c'est surtout la MÉF qui a été utilisée : [Murai et Kagawa 1985], [Wexler et coll. 1985],[Yorkey et coll. 1987], [Webster 1990], [Kohn et McKenney 1990], [Woo et coll. 1992], : : :Une autre méthode discrète a aussi été utilisée : la modélisation par réseau de résistanceséquivalentes. La construction de cette modélisation à partir des loi de Kircho� est plus aiséeque la mise en ÷uvre de la MÉF. Toutefois, la représentation géométrique en résistanceset en circuits équivalents (qui sont des éléments 1D) semble moins adaptée à l'imagerieque la MÉF qui intègre complètement les caractéristiques 2D du problème. Pour plus dedétails sur ce type de méthode, on pourra se référer à [Price 1979] et [Dines et Lytle 1981].Remarque III.1 (Deux grandes familles de MÉF).Avant de développer, soulignons qu'il existe deux grandes familles de méthodes pourconstruire des approximations par éléments �nis [Zienkiewicz et Taylor 1989].� On trouve d'une part laméthode des résidus ou méthode des moments. Elle consisteà décomposer les équations sur des fonctions de base en les projetant sur une famille defonctions de test [Harrington 1987]. Elle revient algébriquement à essayer d'annuler unproduit scalaire, en résolvant un système linéaire Ax = b. Dans le cas particulier de laméthode de Petrov-Galerkin qui est la plus répandue, les fonctions de test sont semblablesaux fonctions de base. Ces méthodes sont surtout utilisées dans le cas où il n'existe pasde formulation variationnelle.� On trouve d'autre part les méthodes variationnelles. Elles nécessitent l'existenced'une formulation intégrale dont la solution coïncide avec un point stationnaire. Ces cas



3. Modèles approchés existants en TIÉ 59sont assez répandus : Rayleigh a établi que ce principe de stationnarité caractérise denombreux phénomènes de la physique. La décomposition sur des fonctions de base estobtenue en annulant un gradient (méthode de Ritz), ce qui aboutit aussi à résoudreun système linéaire. Ces méthodes possèdent l'avantage, lorsque l'équation intégrale estpositive (ce qui est le cas en TIÉ), de conduire systématiquement à une matrice A dé�niepositive. Ceci permet de construire directement, non pas une approximation du modèledirect mais une approximation de la formulation variationnelle elle-même, laquelle induit�naturellement� deux modèles discrets di�érents : un permettant de calculer les tensions àpartir des courants au bord (�{! v), l'autre de calculer les courants à partir des tensionsau bord (�v ! i). L'utilisation conjointe de ces deux approximations (duales) permetd'évaluer, en discret, l'intégrale positive � résiduelle � de la formulation variationnelle,ce qui o�re l'avantage de pouvoir quanti�er simplement la qualité d'approximation parla MÉF. Dans la suite, nous présentons donc de manière distincte l'approximation de laformulation variationnelle et les modèles discrets du problème direct qui en résultent. Parailleurs, pour la TIÉ, on peut montrer ([Zienkiewicz et Taylor 1989]) que la méthode deGalerkin construite à partir de l'EDP (II.6) ne conduit qu'à un seul modèle discret �{! v,qui est exactement celui obtenu à partir de la formulation variationnelle.3.3 Les méthodes mixtesNous appelons méthode mixte tout compromis entre les deux approches précédentes :pallier la relative dé�cience de précision des méthodes discrètes à faibles nombre d'élé-ments tout en gardant une souplesse d'adaptation au domaine 
. On trouve d'abord lesméthodes de moments qui englobent les méthodes MÉF et MDF mais dont les fonctionsde base peuvent être choisies avec un support plus large allant jusqu'au domaine discrétisétout entier. Ces méthodes sont souvent utilisées conjointement avec des fonctions (pré- oupost-) tabulées comme les fonctions de Green identi�ées, par exemple, pour des applica-tions en géophysique comme la tomographie de di�raction [Howard et Kretzschmar 1986].Ces méthodes, qui sont algorithmiquement plus lourdes d'utilisation car elles n'engendrentpas de matrices creuses comme la MDF ou la MÉF, sont peu utilisées en TIÉ. On trouveen revanche en TIÉ, entre autres, la méthode des éléments frontières (MÉFr), qui utiliseles propriétés analytiques de solutions calculées dans le cas où 
 est circulaire pour ap-procher la conductivité par un ensemble de petites zones conductrices circulaires appeléeséléments frontières (cf. [Marsili et coll. 1992], [Mirabel et Marsili 1996]).



60 CHAPITRE III. RÉSOLUTION DU PROBLÈME DIRECT PAR LA MÉF4 Approximation discrète de la formulation varia-tionnelle par la MÉFNous optons ici pour la MÉF, en raison de sa souplesse, de sa simplicité et de sa facilitéd'emploi en imagerie. De plus, dans la plupart des cas, sur des domaines discrétisés avecquelques centaines d'éléments, nous constatons que la précision de la méthode que nousdéveloppons se ramène à un rapport signal / bruit de modèle compris entre (au pire) 40 et70 dB, ce qui est non seulement amplement su�sant, mais qui constitue aussi une netteamélioration (di�cilement quanti�able) par rapport aux méthodes analytiques, dans lecas (réaliste) où les géométries du domaine et de la conductivité sont quelconques. En�net surtout, cette méthode conserve la dépendance non linéaire des observations vis-à-visde la conductivité, ce qui doit permettre d'estimer des conductivités fort contrastées, pourlesquelles les approximations linéaires ne sont plus valables.Ce paragraphe présente la discrétisation de la formulation variationnelle qui constituela première étape en vue du calcul de l'approximation MÉF en TIÉ. Dans le paragraphe� 4.1, nous choisissons pour la MÉF une approximation polynômiale (d'ordre 1 pour Vet I et 0 pour �) avec un maillage reposant sur une triangularisation du domaine. Cecinous permet, en � 4.4, de proposer une écriture originale de la discrétisation MÉF de laformulation variationnelle destinée à :� donner une écriture algébrique de la formulation variationnelle � de l'équation(II.16) alors qu'habituellement, ce caractère algébrique n'intervient qu'à l'étape suivantequi est celle de la résolution ;� montrer, de manière simple, la dé�nie positivité de cette formulation. Or, si �est positif, il constitue un critère et c'est ce critère que l'on essaie, pour résoudre leproblème direct, d'annuler en le minimisant. La valeur résiduelle (très proche de zéro) que� prend après résolution peut donc servir à donner une estimation simple de l'erreur dediscrétisation (cf. � 6).� donner à cette formulation discrète une forme compacte a�n de faciliter l'étape derésolution et de mettre en évidence le rôle de la conductivité en vue du problème inverse.4.1 Choix de la structure MÉFLes notations que nous adoptons ici sont proches de celles adoptées dans [Davies 1980].Dans la MÉF une distribution f : 
 ! R est approchée par une somme de fonctionspolynômiales dont le support se limite à un élément. Comme ces éléments revêtent souventune forme simple (des triangles ou des rectangles en 2D), le domaine 
 est lui-mêmeapproché sous la forme d'un partitionnement polygonal :
h =[p 
p



4. Approximation discrète de la formulation variationnelle par la MÉF 61où les 
p, p = 1::P , sont les P éléments en question et l'indice h désigne, en notation MÉFstandard, le diamètre du plus grand élément sur 
. Dès lors, la fonction f approchée parfh s'écrit : fh(x; y) = Xpj
p�
h f p(x; y); (III.1)où le support de f p est 
p. Cette écriture est encore purement formelle. Pour revêtir unsens de décomposition sur une base et pour que la MÉF converge, certaines conditionssont nécessaires quant à l'ordre des fonctions polynômiales et à la forme du maillage[Kardestuncer et coll. 1987]. Dans notre cas, retenons simplement que :� Les approximations Vh et Ih doivent appartenir à C0(
h) (ensemble des fonctionscontinues sur 
h) pour pouvoir être dérivées ;� Les seules intersections entre éléments doivent être, soit des sommets, soit des côtésadjacents, i.e., commun à l'élément en vis-à-vis sur toute leur longueur (cf. Fig. III.1). Siles éléments choisis sont des triangles, cette contrainte permet de dé�nir une triangulation.
Fig. III.1 - Pour la méthode des éléments �nis à éléments quadrangulaires, le nombre den÷uds doit être de quatre par maille, ce qui interdit la con�guration ci-dessus car les deuxcôtés ne sont pas communs sur toute leur longueur.Pour approcher les distributions I, V , et �, par des fonctions polynômiales, il nousfaut donc choisir l'ordre des polynômes et la forme de discrétisation du support 
.4.2 Choix de l'ordre des fonctions de base et du type de maillagePour déterminer une approximation de la solution, nous minimisons donc le critère�(Vh) avec, pour expression de la fonction test Vh approximation de V , une décompositionsur une base de fonctions de support élémentaire :Vh(x; y) = Xpj
p�
h V p(x; y)où p désigne une maille du domaine. Cette écriture est bien sûr reproduite pour Ih(x; y)et �h(x; y), approximations respectives de I et �.La continuité est un élément essentiel de notre problème. En e�et, en ce qui concerneles courants, la physique interdit des discontinuités le long des lignes d'écoulement. Aussi,



62 CHAPITRE III. RÉSOLUTION DU PROBLÈME DIRECT PAR LA MÉFl'ordre des fonctions Ih et Vh doit être au moins égal à 1. Dans le cas où il vaut précisément1, les fonctions Vh et Ih sont approchées par des petits morceaux de plan : les valeurs entrois points su�sent donc à dé�nir la fonction sur un élément, ce qui incite plutôt à maillerpar des triangles. L'ordre 2 nécessite 6 points par élément, l'ordre 3 en requiert 10, : : :On observe en général que la complexité de calcul croît bien plus rapidement quand onaugmente l'ordre que quand on augmente la �nesse du maillage, à nombre de points égal([Nedelec 1991], [Davies 1980]). Aussi apparaît-il préférable de choisir l'ordre 1 pour Vhet Ih, ce qui permet de respecter la contrainte de continuité de ces fonctions.En ce qui concerne la conductivité, plusieurs arguments incitent au choix de l'ordre 0.La première est physique : �p est ici le rapport des pentes entre Ip et V p � normalement, ilest matriciel (2�2) mais dans le cas présent isotrope, il se ramène à un scalaire. Les pentesétant approchées à l'ordre 1, le plus simple est d'approcher leur rapport à l'ordre 0, c'est-à-dire constant par morceaux. Ceci s'avère d'un emploi plus simple pour les représentationsgraphiques, sans gêner la physique puisqu'une conductivité peut être discontinue. En�n,des raisons de symétrie interviennent puisque ��1, qui intervient aussi dans l'équation(II.16) et qui joue un rôle similaire à �, ne peut être approché par le même ordre que �que si �p est pris constant sur l'élément 
p.

Fig. III.2 - approximation d'une région par des éléments rectangulaires.Pour le choix du maillage, on pense d'abord à tirer parti du système habituel decoordonnées cartésiennes en utilisant des éléments rectangulaires. Un maillage rectangu-laire sur un objet quelconque est représenté �gure III.2. On constate qu'avec ce type demaillage, naturel en MDF, la frontière de notre maillage n'a pas du tout l'allure de lafrontière réelle de l'objet, et qu'un découpage plus �n est préférable.Si on est limité en nombre d'éléments, la solution du maillage triangulaire, schémati-sée �gure III.3, sans être beaucoup plus délicate à mettre en ÷uvre, est nettement plussatisfaisante, d'autant plus qu'elle est naturelle avec le choix de fonctions d'ordre 1 pourIh et Vh (puisque leur valeur aux 3 sommets distincts d'un élément vont su�r à dé�nirl'approximation par un petit morceau de plan). Nous choisissons donc de discrétiser 
avec un maillage triangulaire. Nous ne détaillons pas dans ce travail les aspects relevantde la construction de ces maillages à partir de la donnée du domaine 
. Le lecteur souhai-
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Fig. III.3 - approximation d'une région par des éléments triangulaires.tant approfondir cette question, (et désireux de développer des algorithmes de maillagesrapides et e�caces) pourra se référer à l'ouvrage de synthèse [George 1991].Remarque III.2 (Décomposition des fonctions Ih, Vh et �h sur une base).Pour la conductivité, on a l'écriture :�h(x; y) = PXp=1 �p(x; y):Ayant choisi une approximation d'ordre 0, on peut la réécrire sous la forme�h(x; y) = PXp=1 �p1p(x; y)où 1p(x; y) est la fonction caractéristique sur 
p. Les fonctions 1p constituent donc unebase de l'ensemble des fonctions constantes par morceaux K0h de 
h. Les scalaires �p,valeurs de la conductivité sur les éléments 
p, sont donc les coe�cients de la décompositionde �h sur K0h.En revanche, pour Ih et Vh, les écrituresIh(x; y) = PXp=1 Ip(x; y)et Vh(x; y) = PXp=1 V p(x; y)ne sont pas des décompositions sur l'ensemble des fonctions a�nes par morceaux K1hde 
h. Toutefois, la contrainte d'adjacence mentionnée précédemment permet de trouverfacilement une base de K1h en les fonctions pyramides �n, a�nes par morceaux, qui valent1 au n÷ud n, 0 sur l'arête opposée au sommet n (pour chaque élément ayant n pour



64 CHAPITRE III. RÉSOLUTION DU PROBLÈME DIRECT PAR LA MÉFsommet), et nulle en dehors de ces éléments. Alors, la décomposition devient :Ih(x; y) = NXn=1 in�n(x; y)et Vh(x; y) = NXn=1 vn�n(x; y);où N désigne le nombre de n÷uds et les scalaires in et vn sont les valeurs de Ih et Vh aun÷ud n.Ainsi, pour les fonctions d'ordre 0, la structure élémentaire pertinente est l'élément tan-dis que pour les fonctions d'ordre 1, c'est le n÷ud qui constitue l'unité pertinente pour lessommations. La di�culté réside donc dans l'utilisation simultanée des deux types de fonc-tions lors de l'approximation de (II.16). Pour résoudre cette di�culté, c'est l'introductiond'un troisième outil, les coordonnées triangulaires, qui facilite le plus les développements.4.3 Introduction de coordonnées triangulairesPuisque nous choisissons de mailler 
h avec des triangles, donnons quelques propriétésdes coordonnées triangulaires, particulièrement pratiques dans notre étude. Nous nouscontentons ici de reproduire les propriétés qui nous intéressent. Pour de plus amplesdétails, on peut se référer à [Davies 1980].Un point M du plan peut être repéré par rapport au p-ième élément triangulaire parses trois coordonnées triangulaires lp1, lp2 et lp3 dé�nies comme suit :lpi := ApiAp ; i = 1; 2; 3 (III.2)avec pour Ap l'aire algébrique de l'élément 
p (l'aire est positive si les points 1, 2 et 3sont orientés dans le sens trigonométrique) :Ap := 12 �������� 1 xp1 yp11 xp2 yp21 xp3 yp3 �������� ; (III.3)les (xpi ; ypi ) étant les coordonnées des sommets, Api désignant l'aire algébrique du triangledé�ni par le point courant M et les deux points opposés au point i. Ces coordonnéescorrespondent au cas particulier des coordonnées barycentriques développées dans le casde triangles. Les lpi ne sont bien sûr pas indépendants puisque lp1+lp2+lp3 = 1. On remarquealors qu'un pointM appartient à l'élément p ssi ses trois coordonnées sont dans l'intervalle[0; 1].
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�� ��3 l1 = 0l1 = 1=3
l1 = 1

�� ��2
M

�� ��1

Fig. III.4 - Introduction de coordonnées barycentriques triangulaires. Tout point M duplan est caractérisé par ses 3 coordonnées triangulaires (l1; l2; l3), dé�nies linéairement,relativement à un triangle donné, de sorte que li = 1 si M est le sommet i et li = 0sur l'arête opposée au sommet i. On choisit naturellement d'utiliser pour le point M lesystème de coordonnées relatif au triangle à l'intérieur duquel il se situe.Les autres propriétés qui nous intéressent sont celles qui les relient aux coordonnéescartésiennes. En notant xp = [xp1 xp2 xp3]t et lp = [lp1 lp2 lp3]t, les relations entre (x; y) et(lp1; lp2; lp3) sont données par x = xptlp; (III.4a)y = yptlp (III.4b)et réciproquement par lpi = api + bpix + cpi y2Ap (III.5)où ap1 := xp2yp3 � xp3yp2; (III.6a)bp1 := yp2 � yp3 (III.6b)et cp1 := xp3 � xp2; (III.6c)ap2; bp2; cp2 et ap3; bp3; cp3 étant déduits de ap1; bp1; cp1 par permutation circulaire. On en déduitaussi les dérivées de lpi par rapport à x et à y :@lpi@x = bpi2Ap ; (III.7a)@lpi@y = cpi2Ap : (III.7b)



66 CHAPITRE III. RÉSOLUTION DU PROBLÈME DIRECT PAR LA MÉF4.4 Écriture de l'approximationDans [Kohn et McKenney 1990], on trouve une première utilisation explicite de laformulation discrétisée de l'intégrale � donnée par (II.16), les auteurs ayant pour but, nonseulement de résoudre le problème direct en minimisant � par rapport à V , mais aussile problème inverse en le minimisant par rapport à �, �I et �V . Dans ce paragraphe, nousréécrivons cette discrétisation MÉF en détaillant les aspects que nous avons mentionnésau début de ce paragraphe.4.4.1 Écriture algébriquePour écrire l'approximation de la formulation variationnelle, plutôt que de partir de(II.16) comme dans [Kohn et McKenney 1990], nous préférons partir de (II.13) . En ef-fet, cela nous permet, d'une part, de mettre plus simplement en évidence la positivitéet d'autre part, d'introduire une écriture matricielle compacte. Écrivons maintenant l'ap-proximation � de (II.13) à partir des décompositions précédentes :�(Vh; Ih; �h) = 12 ZZ
h ����1=2(��!grad Vh) + ��1=2(��!grad Ih)?���2 dx dy; (III.8)qui, compte tenu du partitionnement des décompositions revient à :� = 12 PXp=1 ZZ
p ���(�p)1=2(��!grad V p) + (�p)�1=2(��!grad Ip)?���2 dx dy: (III.9)En posant ��px := (�p)1=2@V p@x � (�p)�1=2@Ip@y (III.10a)��py := (�p)1=2@V p@y + (�p)�1=2@Ip@x ; (III.10b)il vient : � = 12 PXp=1 ZZ
p[(��px)2 + (��py)2] dx dy: (III.11)Comme nous avons choisi pour les V p(x; y) et Ip(x; y) des polynômes du premier degré,nous pouvons écrire : V p(x; y) = Xn2S(p) lpnvn (III.12)Ip(x; y) = Xn2S(p) lpnin (III.13)



4. Approximation discrète de la formulation variationnelle par la MÉF 67où S(p) désigne l'ensemble des indices des trois sommets de 
p dans la numérotationglobale des n÷uds tandis que vn et in, n-ièmes composantes des vecteurs v et i, désignentrespectivement la tension et le courant au n÷ud n ; lpn est la coordonnée triangulaire dupoint courant (x; y), � coordonnée relative au même n÷ud n de l'élément 
p. Rappelonsque, puisque �p(x; y) est choisi constant sur 
p, on peut noter �p = �p, p-ième élémentdu vecteur �. En utilisant les formules de dérivations (III.7), on obtient alors :��px = �1=2p Xn2S(p) bpnvn2Ap � ��1=2p Xn2S(p) cpnin2Ap (III.14a)��py = �1=2p Xn2S(p) cpnvn2Ap + ��1=2p Xn2S(p) bpnin2Ap ; (III.14b)où les bpn et cpn sont les bpi et cpi , (i = 1; 2; 3) réindexés globalement de la même manièreque les lpi . ��px et ��px sont des constantes. L'intégration de (III.11) sur chaque élémentaboutit donc à : � = 12 PXp=1 [(��px)2 + (��py)2]jApj; (III.15)puisque Ap est une aire algébrique. Nous introduisons alors les notations matriciellessuivantes : B := (bpn) 16p6P16n6N (III.16a)C := (cpn) 16p6P;16n6N (III.16b)où, rappelons le, P est le nombre d'éléments, N est le nombre de noeuds etbpn := 8><>: bpn2pjApj si n 2 S(p)0 sinon (III.17a)et cpn := 8><>: cpn2pjApj si n 2 S(p)0 sinon: (III.17b)Les lignes des matrices B et C ne contiennent que trois éléments non nuls aux indicesdes sommets de 
p. B et C sont donc des matrices très creuses. En notant bp� et cp� lesvecteurs contenant ces lignes, (III.15) devient :� = 12Xp f�p[(btp�v)2 + (ctp�v)2] + ��1p [(btp�i)2 + (ctp�i)2]g+Xp f(ctp�v)(btp�i)� (btp�v)(ctp�i)g:



68 CHAPITRE III. RÉSOLUTION DU PROBLÈME DIRECT PAR LA MÉFEn posant par ailleurs �� := diag(�) (III.18)i.e., la matrice diagonale contenant les éléments du vecteur � sur la diagonale, on a :� = 12(vtBt��Bv + vtCt��Cv + itBt��1� Bi+ itCt��1� Ci)� vtBtCi + vtCtBi; (III.19)qu'on peut encore écrire :� = 12[vt(Bt��B +Ct��C)v + it(Bt��1� B +Ct��1� C)i]+ vt(CtB �BtC)i (III.20)ou bien � = 12h�1=2� Bv ���1=2� Ci2 + �1=2� Cv +��1=2� Bi2i; (III.21)ce qui met en évidence le caractère dé�ni-positif de la formulation variationnelle discrète.4.4.2 Forme compacte de la discrétisationLes formules (III.19), (III.20) et (III.21) ne sont pas directement utilisables pour larésolution du problème direct. Pour introduire les conditions aux limites, il est préférablede simpli�er l'écriture de CtB �BtC, grâce à la propriété suivante :Propriété III.1 (Formule de Green discrète).On a l'égalité suivante : CtB �BtC = � �P tD �P ; (III.22)où �P est la matrice (de taille �N�N) de projection de l'ensemble des n÷uds sur les n÷udsde la frontière et D est une matrice ( �N � �N) de di�érence. Si �N désigne l'ensemble desindices de N := f1::Ng désignant les n÷uds de la frontière, on a :( �P )ij := 8<: 1 si i = j et i 2 �N ,0 sinon. (III.23)D'autre part, si ~N = f1:: �Ng désigne ce même ensemble d'indices �N réindexé de sorte queles n÷uds frontaliers soient classés continûment en parcourant �
h dans l'ordre trigono-métrique, on a : Dij := 8>><>>: 12 si j = i� 1 [ �N ];�12 si j = i+ 1 [ �N ];0 sinon ; (III.24)



4. Approximation discrète de la formulation variationnelle par la MÉF 69En particulier,D est une matrice circulante. Cette propriété s'interprète comme la formulede Green discrète car, pour le dernier terme de (III.20), on obtient:vt(CtB �BtC)i = ��vtD�{; (III.25)ce qui ne fait plus intervenir que les tensions et les courants de la frontière.Une démonstration de cette propriété est donnée en annexe à la �n de ce chapitre.Nous introduisons par ailleurs les notations suivantes :�� := Bt��B +Ct��C et (III.26a)�� := Bt��1� B +Ct��1� C: (III.26b)Alors, on a la propriété suivante :Propriété III.2 (Noyau de �� et ��).Les matrices �� et ��, de taille N �N , sont symétriques, dé�nies positives. De plus,on a Ker(��) = Ker(��) = f1Ng (III.27)où 1N est le vecteur de longueur N ne contenant que des 1.Le caractère dé�ni positif des matrices �� et �� découle directement de leur dé�-nition. La détermination du noyau est donnée en annexe. Comme, de plus, l'opérateurde di�érence antisymétrique D �ltre la moyenne à droite comme à gauche (Ker(D) =Ker(Dt) = f1 �Ng), il apparaît que l'ensemble de la formulation discrète conserve la pro-priété d'éliminer la moyenne en v et en i.Ajoutons que la matrice �� est creuse elle aussi. En e�et, (��)ij n'est non nul ques'il existe un élément commun p aux n÷uds i et j. Autrement dit, à i �xé, le nombrede (��)ij non nuls vaut exactement le nombre de voisins du premier ordre du point i,en comptant ce dernier. Si la triangulation du domaine est régulière, ce nombre vaut enmoyenne 7 pour les n÷uds situés à l'intérieur du domaine (puisqu'un point est commun à6 éléments), et 5 pour les n÷uds situés à la frontière. La matrice �� est donc d'autant pluscreuse que le nombre de n÷uds est élevé (cf. Fig. III.5). Cette propriété est importantecar elle permet d'alléger considérablement la charge de calcul lors de la résolution. Nousy revenons dans le paragraphe consacré à la mise en ÷uvre.
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nz = 1617Fig. III.5 - Exemple de structure matricielle construite à partir d'un domaine de 300n÷uds. Les points noirs représentent les éléments non nuls de la matrice �� (N � N),qui ne compte pas plus de 7N points non nuls. �� est donc creuse ici à 98 pourcents.Récapitulatif III.1 (Formulation variationnelle discrète).En résumé, la résolution discrète du problème direct se ramène à la minimisation dela formulation variationnelle discrète, laquelle prend la forme compacte strictementpositive suivante : � = 12vt��v + 12it��i� �vtD�{; (III.28)forme à laquelle sont associées les notations suivantes :� v, i : vecteurs de taille N contenant respectivement les tensions et les cou-rants aux N n÷uds du domaine 
h ;� �v, �{ : vecteurs de taille �N contenant les restrictions de v et i aux �N n÷udsde la frontière �
h du domaine ;� � : vecteur de taille P contenant les valeurs de conductivité sur les P élé-ments du domaine. Signalons que, hormis pour des P très petits (quelques unités),on a �N < N < P ;� D : matrice de di�érence de taille �N � �N , antisymétrique et circulante ;� �� et �� : matrices de taille N � N , très creuses, symétriques dé�niespositives, dépendant linéairement de � pour �� et de ��1 pour ��.



5. Résolutions MÉF du problème direct 715 Résolutions MÉF du problème directMaintenant que nous disposons, avec (III.28), d'une formulation variationnelle discrète,nous construisons les deux approximations discrètes du problème direct (�{! �v et �v ! �{).Dans les deux cas, il s'agit d'un problème simple de résolution d'un système linéaire enintroduisant une contrainte scalaire. Dans [Davies 1980] et [Webster 1990], on trouve uneprésentation succinte de ce calcul. Nous choisissons ici de le présenter de manière détaillée,en particulier parce que ce calcul nécessite de faire des choix : il faut d'une part imposerune condition aux limites essentielle pour lever l'indétermination du système, mais il estaussi possible de faire en sorte que la matrice de rigidité qui est inversée dans le systèmesoit dé�nie positive, ce qui simpli�e par la suite la démonstration du théorème III.1.Rappelons que nous cherchons à minimiser � qui est une intégrale strictement posi-tive. Remarquons d'abord que la propriété de découplage que nous avons mentionnée auchapitre précédent est conservée dans la formulation discrète. En e�et, essayons de ré-soudre le cas �{! v par di�érentiation, i.e., de calculer le problème direct étendu v(�;�{).En annulant le gradient de � par rapport à v, on obtient :@�@v = 0 = ��v � �P tD�{; (III.29)où les composantes intérieures �{ de i n'interviennent pas. On a donc bien le découplageen question. Le système d'équation ��v = �P tD�{ est dégénéré puisque �� est de rangN�1. Pour lever cette dégénérescence, il su�t de �xer à l'avance une des composantes dela tension v (e.g., à la frontière, auquel cas on dit qu'on impose une condition aux limitesessentielle). Pour cela, si n 2 N désigne l'indice du n÷ud auquel on �xe la tension, ondé�nit : wtn := [0 : : : 0; 1n; 0 : : : 0] et (III.30)Wn := wnwtn; (III.31)matrice nulle partout sauf pour (i; j) = (n; n). Alors, le problème revient à minimiser� par rapport à v sous la contrainte wtnv = vref où vref est la tension de référenceimposée au n-ième n÷ud. La résolution de ce système contraint avec la méthode desmultiplicateurs de Lagrange nous amène à introduire le coût secondaire ou lagrangien �0et le multiplicateur de Lagrange j dé�nis par :�0(v; j) = 12vt��v + 12it��i� �vtD�{+ j(wtnv � vref): (III.32)Par construction, au point selle du critère �0, la contrainte est véri�ée, ce qui implique que(III.28) est minimisé. Par ailleurs, la propriété III.2 nous garantit l'existence et l'unicité



72 CHAPITRE III. RÉSOLUTION DU PROBLÈME DIRECT PAR LA MÉFde ce point selle. On a donc en particulier en ce point selle :@�0@v = 0 ) ��v � �P tD�{ + jwn = 0;) wtn(��v � �P tD�{+ jwn) = 0;) jv = wtn( �P tD�{���v):En réinjectant dans �0 cette nouvelle contrainte sur le lagrangien, il vient :�0(v; j(v)) = 12vt��v + 12it��i� �vtD�{ + (wtnv � vref)wtn( �P tD�{���v);expression que, désormais, nous minimisons par rapport à v. Remarquons d'abord que,pour toute matrice carrée M de taille N et pour tout vecteur u de longueur N , on a lespropriétés : (wtnu)Mwn = unM �n =MWn u et(wtnMu)wn = unMn� =WnMu:Alors, on obtient :@�0(v; j(v))@v = 0 = ��v � �P tD�{� (wtnv � vref)��wn +wtn( �P tD�{���v)wn= ��v � �P tD�{���Wn v �Wn ��v + vref��wn +Wn �P tD�{;soit (�� ���Wn �Wn ��)v � (IN �Wn ) �P tD�{ + vref��wn = 0; (III.33)où IN est la matrice identité de taille N � N . La matrice (�� � ��Wn �Wn ��) estconstruite à partir de �� en lui soustrayant sa n-ième ligne et sa n-ième colonne. Elle estdonc nulle sur cette ligne et sur cette colonne, sauf en (n; n). Aussi est-elle inversible parblocs � un bloc de taille 1� 1, un de taille (N � 1)� (N � 1). Toutefois, elle n'est plusdé�nie-positive. Si on désire préserver cette propriété, il su�t de remarquer queWn ��Wn v � vrefWn ��wn = 0 (III.34)lorsque vn = vref , i.e., lorsque la contrainte est véri�ée. On ne change donc pas la solutionlorsqu'on ajoute 2�(III.34) à (III.33), ce qui donne :(�� ���Wn �Wn�� + 2Wn��Wn )v =(IN �Wn ) �P tD�{+ vref(2Wn � IN)��wn:Posons �Pn := (IN �Wn ) �P et (III.35a)A� := �� ���Wn �Wn�� + 2Wn��Wn : (III.35b)



5. Résolutions MÉF du problème direct 73La matrice �Pn est donc un opérateur projetant sur la frontière sauf sur le n-ième n÷ud, oùla valeur projetée est toujours nulle. Quant à la matrice A�, appelée matrice de rigidité,elle possède les mêmes propriétés que �� � ��Wn �Wn��, avec en plus la dé�niepositivité puisqu'on peut la réécrire sous la formeA� = (IN �Wn )��(IN �Wn ) +Wn ��Wn : (III.36)Par conséquent, déterminer la solution du problème direct étendu �{! v revient à résoudrele système linéaire suivant :A�v = �PntD�{ + vref(2Wn � IN)��wn: (III.37)Si, de plus, on choisit de prendre vref = 0 (ce que nous faisons par la suite), on parvientau modèle discret suivant pour le problème direct restreint �{! �v :�v = �PA�1� �PntD�{;ce qui, compte tenu de � l'écriture bloc� de A�, revient à :�v = �PnA�1� �PntD�{:En opérant le même raisonnement dans le cas �v ! �{, en remarquant que Dt = �Det en posant G� := �� � ��Wn �Wn �� + 2Wn ��Wn ; (III.38)ce qui se réécrit : G� = (IN �Wn )��(IN �Wn ) +Wn ��Wn : (III.39)on aboutit à : �{ = � �PnG�1� �PntD�v:Puisque la matrice A� (resp. G�) est linéaire en � (resp. en ��1), il en résulte que lesmodèles �{! �v et �v ! �{ dépendent non-linéairement de � (et de ��1) en sortie.



74 CHAPITRE III. RÉSOLUTION DU PROBLÈME DIRECT PAR LA MÉF
Récapitulatif III.2 (Résolutions du problème direct).En résumé, les deux résolutions adjointes du problème direct (restreintes à la fron-tière) s'écrivent :� Pour la résolution �{! �v,�v = �PnA�1� �PntD�{; (III.40)� et pour la résolution �v ! �{,�{ = � �PnG�1� �PntD�v; (III.41)avec les notations suivantes :� �v, �{ : vecteurs de taille �N contenant les restrictions de v et i aux �N n÷udsde la frontière �
h du domaine ;� D : matrice de di�érence de taille �N � �N , antisymétrique et circulante ;� �Pn : matrice de taille ( �N � N) dont la fonction est de ne retenir que lesn÷uds de la frontière, sauf sur le n-ième où elle projette 0, puisque la n-ièmecomposante de v est imposée à zéro en tant condition aux limites essentielle ;� A�, G� : matrices de rigidité du système. Ces matrices de taille(N � N)sont des A matrices blocs B � un bloc de taille N-1 et un bloc de taille 1 en (n; n).Elles sont construites à partir de �� et �� à partir des équations (III.36) et(III.39). Elles sont dé�nies positives et dépendent linéairement de � pour A�et ��1 pour G�. Il en résulte que les modèles �{ ! �v et �v ! �{ dépendent non-linéairement de � (et de ��1) en sortie.



6. Stabilité numérique, convergence et précision des modèles directs 756 Stabilité numérique, convergence et précision desmodèles directsDésormais, nous disposons, avec les équations (III.40) et (III.41), de modèles directsapprochés. Nous déterminons maintenant dans quelle mesure nous pouvons les utiliser.Plus précisément, dans ce paragraphe, nous établissons d'abord que les deux modèlesadjoints approchés sont numériquement stables, de sorte que l'erreur de résolution se ra-mène la plupart du temps à l'erreur de discrétisation (cf. chapitre I � 2). Nous présentonsensuite le théorème de convergence théorique de la MÉF. Ce résultat est toutefois trèsgénéral, puisqu'il ne permet pas de quanti�er numériquement l'erreur de discrétisation.Il existe dans la littérature numérique des méthodes d'estimation a priori et a posterioride cette erreur [Babuska et Rheinboldt 1978], [Babuska et Rheinboldt 1979]. Toutefois,l'utilisation et le développement de ces méthodes se situent hors du champ de l'étude pré-sente. Nous proposons ici une démarche intermédiaire de validation de la méthode. Nousappuyant sur des exemples numériques ainsi que le second résultat analytique présentédans l'annexe chapitre II � 
 circulaire, conductivité � en chapeau � � , nous étudionsl'évolution de l'erreur de discrétisation selon trois axes :� la ��nesse� du maillage ;� la � forme� de la distribution de conductivité ;� la � forme� de la distribution de courant d'entrée.Cette présentation est essentiellement qualitative mais, en o�rant à l'utilisateur des ordresde grandeur sur les erreurs, elle permet de valider l'emploi de la MÉF en TIÉ. Étant donnéque les deux modèles approchés sont comparables dans leurs propriétés, nous choisissons,sauf mention explicite, d'étudier les propriétés du modèle �{! v.6.1 Étude de la stabilité numérique (erreurs d'arrondi)Pour établir la stabilité numérique du problème direct, nous considérons deux causespossibles d'incertitude sur la sortie �v : des incertitudes en conductivité �� et des incerti-tudes en courant ��{, ce qui s'écrit :�v + ��v = �PnA�1�+�� �PntD(�{+ ��{): (III.42)Pour cela, nous posons d'abord[��]4 := 2666664�� 0 0 00 �� 0 00 0 �� 00 0 0 ��
3777775



76 CHAPITRE III. RÉSOLUTION DU PROBLÈME DIRECT PAR LA MÉFet Q := 2666664B(IN �Wn )C(IN �Wn )BWnCWn
3777775 :Alors, d'après les équations (III.26a) et (III.35b), on a directementA� = Qt[��]4Q: (III.43)En�n, posons � := QtQ; (III.44)qui correspond au cas particulier de A� où � = 1P , i.e., où la conductivité est uniformeet vaut 1. Alors, nous établissons la propriété suivante.Théorème III.1 (Majoration de l'erreur d'arrondi en sortie).Nous prenons les notations suivantes :j��jmax = k��k1 = maxp j��pj ; (III.45)�min = minp �p; (III.46)�max� = k�k2 ; (III.47)�min� = ��1�12 : (III.48)�max� et �min� sont donc respectivement la plus grande et la plus petite valeur propre de �.Alors, si j��jmax < �min�min� =�max� , la norme de l'erreur d'arrondi en sortie, dé�nie dansl'équation (III.42), est majorée par la relationk��vk2 6 �max� j��jmax�min�min� (�min�min� � j��jmax �max� ) k�{k2 + k��{k2�min�min� (III.49)Nous démontrons ce théorème dans l'annexe 8.3. Le résultat important que nous pou-vons déduire est le suivant : si les opérations sont e�ectuées avec un calculateur doubleprécision, la �abilité du calcul du problème direct est de l'ordre de celle d'un calcul opéréen simple précision. En e�et, si les grandeurs utilisées � et �{ sont normalisées autour de1, les erreurs d'arrondi d'entrée, j��jmax et k��{k2, susceptibles d'intervenir lors du calculdu problème direct se situent autour de 10�16 pour un calculateur double précision. Enparticulier, si le conditionnement �max� =�min� (voire de préférence le rapport �max� =�min� 2)reste petit i.e., 6 décades maximum, on a j��jmax �max� � �min�min� si bien que l'on a :k��vk2 . �max� j��jmax�2min�min� 2 k�{k2 + k��{k2�min�min� :



6. Stabilité numérique, convergence et précision des modèles directs 77Si, à titre indicatif, on prend �min = 10�1 et �min� = 10�3 (ce qui est justi�é dans l'utili-sation qu'on fait par la suite), on obtient :k��vk2 . 106 j��jmax10�2 + k��{k210�110�3. 108 j��jmax + 104 k��{k2. 10�8:Ainsi, l'amplitude relative de l'erreur en sortie reste inférieure à 10�8, ce qui confère àla résolution MÉF du problème direct une marge de sûreté de l'ordre de la �abilité d'uncalcul en simple précision. L'ampli�cation maximale de ces erreurs, donnée par la formule(III.49), dépend donc essentiellement de �2min et des valeurs propres de �, qui constitue,en quelque sorte, la matrice de référence du problème direct associée à la discrétisationque nous avons choisie.En règle générale, le conditionnement des matrices de rigidité dans les méthodes paréléments �nis dépend fortement de la qualité du maillage. En particulier, dans le cas demaillages triangulaires 2D, il apparaît que, plus les éléments sont éloignés de l'équilatéra-lité, plus le conditionnement de la matrice � se dégrade [Zgainski et coll. 1997]. Commeil su�t d'un élément distordu pour rendre le maillage impropre au calcul, il faut veillerau maillage dans sa globalité. Si on développe un générateur automatique de maillage(cf. [George 1991]), on peut, par exemple, contraindre le mailleur à n'accepter que deséléments dont les angles aux sommets sont compris entre 45 et 90 degrés.

Fig. III.6 - Utilisation de maillages circulaires par couches concentriques (MCCC). Ici,le maillage comprend 8 couches concentriques ce qui donne 145 n÷uds et 256 éléments.A�n de donner une idée de l'ordre de grandeur de �max� =�min� 2 pour un maillage quel-conque, nous proposons ici d'étudier le comportement de �max� et �min� en fonction du



78 CHAPITRE III. RÉSOLUTION DU PROBLÈME DIRECT PAR LA MÉFnombre de mailles. Pour cela, nous calculons ces grandeurs sur une famille de maillagesne contenant pas d'éléments distordus. Par souci de simplicité, nous choisissons une fa-mille de maillages circulaires en couches concentriques (MCCC). Cette famille utiliseles propriétés géométriques du cercle pour proposer itérativement des maillages de taillecroissante suivant le nombre de couches (cf. Fig. III.6).Si c est le numéro de la couche courante comptée à partir du centre, la couche suivantec + 1 s'enroule circulairement autour de la couche c en ajoutant 8c + 4 éléments � soit4c n÷uds � autour du maillage courant. Si Nc, N et P sont respectivement, le nombretotal de couches, le nombre total de n÷uds et le nombre total d'éléments, on obtient lesrelations : N = 1 + 2Nc(Nc + 1) (III.50)et P = 4N2c : (III.51)
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. En tiretés (��), �max� ; en trait mixte (��), �min� ;en trait plein (�), le conditionnement �max� =�min� . On constate une croissance lente (etquasi-linéaire) du conditionnement en fonction de N .Les résultats du calcul de �min� et �max� en fonction du nombre de n÷uds N sont reportéssur la �gure III.7. On observe d'abord une évolution quasi-linéaire des valeurs propresextrêmes en fonction de N : �max� reste presque constant tandis que �min� est divisé par 10lorsque le N est multiplié par 10. Si l'on considère que, lors des reconstructions, le nombremoyen de n÷uds des domaines vaut 300, on obtient (cf. Fig. III.7) �max� =�min� 2 � 5=(10�2)2et si l'on prend un �min de 10�2, on obtientà l'aide de l'équation (III.49) une majorationde l'erreur d'arrondi en sortie de l'ordre de 5:10�8. Par conséquent, cette erreur est detrès loin inférieure à l'erreur de discrétisation du modèle par la MÉF, ainsi que l'attestent



6. Stabilité numérique, convergence et précision des modèles directs 79les résultats qui suivent. Nous pouvons donc désormais confondre l'erreur de résolution etl'erreur de discrétisation.
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Nombre de n÷uds NFig. III.8 - En trait plein (�), évolution du coût de calcul de la résolution du système enfonction du nombre de n÷uds, avec les MCCC ; en trait mixte (��), pour comparaison, coûtd'une multiplication de matrice pleine (N �N) par un vecteur. Pour le nombre de n÷udsqui nous intéresse (N > 100), le calcul de la résolution, s'avère donc particulièrement peucoûteux.Remarque III.3 (Mise en ÷uvre algorithmique et coût de calcul).Pour mettre en ÷uvre le problème direct, nous utilisons le logiciel Matlabr. La struc-ture creuse de A�, prise en compte lors son stockage, permet d'accélérer grandement larésolution du système linéaire. Le coût de ce calcul est remarquablement peu élevé puis-qu'il se situe en dessous du coût de calcul équivalent de l'approximation linéaire : produitd'une matrice pleine (N � N) par un vecteur (cf. Fig. III.8). Le coût de résolution d'unsystème linéaire plein est de l'ordre de O(N3) opérations en virgule �ottante. Comme ici,le nombre de points non nuls à l'intérieur de la matrice est inférieur à 7N , on peut, grâceà des algorithmes itératifs de type Gauss-Seidel, aboutir à un coût algorithmique (cf. Fig.III.8) de l'ordre de O(N2) opérations en virgule �ottante.6.2 Propriété de convergence et étude de l'erreur de résolutionNous avons déjà mentionné qu'à l'inverse des approximations linéaires, l'approxima-tion MÉF pour la TIÉ converge théoriquement vers la solution exacte de la formulationvariationnelle. La vitesse de convergence est en fait caractérisée par le résultat suivant,mentionné dans [Davies 1980] :



80 CHAPITRE III. RÉSOLUTION DU PROBLÈME DIRECT PAR LA MÉFThéorème III.2 (Taux de convergence).Une distribution de courant �I, linéaire par morceaux sur �
PN , étant imposée à la fron-tière, nous notons E = V �� V̂ la di�érence entre respectivement la distribution exacte etla solution MÉF approchée. Si h est le diamètre de la plus grande maille du domaine, ilexiste un réel C > 0, fonction des seules caractéristiques géométriques du domaine �
PN ,tel que : kEk2 6 Ch2: (III.52)où la norme notée kUk2 de la distribution U est la norme associée à l'espace de SobolevH1(
h) = W 12 (
h) dé�nie par :kUk2 = [hU; Ui+ h��!grad U;��!grad Ui] 12 ; (III.53)où le produit scalaire hU; V i est donné par :hU; V i = Z
 UV dx dy: (III.54)Ce résultat de convergence, en O(h2), souligne une convergence théorique rapide de laméthode lorsque la taille des mailles diminue, quelle que soit la distribution de courantd'entrée et celle de conductivité. Toutefois, il faut souligner que, comme la constante Cdépend de �
PN , ce résultat ne signi�e pas une décroissance monotone en fonction de h. Enfait, cette propriété de monotonie est avérée dans le cas où la suite des �
PN est constituéede mailles successivement emboîtées les unes dans les autres. En outre, ce résultat n'estpas tellement utile en pratique. En e�et, la détermination de C s'avère délicate d'une partet assez peu représentative de la précision réelle de la méthode puisque, étant globale surtoutes les con�gurations � et �{, elle constitue une très forte majoration.Une première manière très simple d'estimer la précision est d'utiliser un exemple danslequel on sait calculer la solution analytique pour comparer cette dernière avec le résul-tat numérique. Nous reprenons ici l'exemple du chapitre II � 6.2 : un domaine circulaireuniforme de rayon 1 comprenant une discontinuité centrée, dont nous �xons le rayon àR = 12 . Nous imposons, comme entrée en courant, la distribution sinusoïdale monopério-dique dé�nie par j(�) = d�Id~t = C cos � + S sin �;de sorte que la sortie théorique devient�V �(�; �1; j) = 1� �R21 + �R2 (C cos � + S sin �);avec � = � � 1� + 1 :
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P = 256 P = 1024Fig. III.9 - Dans l'exemple du chap. II � 6.2, il existe une solution analytique du pro-blème direct. Pour l'étude de la précision de la discrétisation, nous comparons ces valeursavec les résultats MÉF obtenus avec des maillages à di�érentes résolutions � caractériséespar le nombre d'éléments P � dans le cas R = 1=2.En utilisant de nouveau les MCCC, nous étudions l'écart entre �̂V et �V �, d'une part enfonction de �, d'autre part en fonction de N . Plus précisément, nous mesurons la distancedé�nie par : �(�) := [PNn=1( �V �n � �̂V n)2] 12[PNn=1( �V �n )2] 12 :Nous présentons les résultats (cf. Fig. III.10) obtenus pour P = 64; P = 256 et P = 1024,qui correspondent, entre 64 et 256 puis entre 256 et 1024 (cf. Fig. III.9), à un ra�nementde chaque maille en 4 sous-mailles.On véri�e d'abord que l'erreur de discrétisation diminue (d'environ une demi-décadepar étape de ra�nement). Nous constatons que l'in�uence de � (ou plus précisémentde log �) est dissymétrique : les log-conductivités négatives entraînent une erreur d'ap-proximation environ 7 fois plus élevée que les log-conductivités positives. Par conséquent,sachant que le modèle direct �v ! i génèrera un tableau exactement symétrique par rap-port à l'asymptote verticale d'équation � = 1, on optera pour ce dernier si on sait àl'avance que la conductivité de fond est plus élevée que les inhomogénéités. La grandesimilitude de l'allure des trois courbes con�rme la régularité de la vitesse de convergenceannoncée dans le théorème III.2.Par ailleurs, un examen attentif de la �gure III.10 révèle que nous n'y avons pasreporté la valeur de � pour � = 1. En e�et, celle-ci se situe autour de 10�15 quelle quesoit la résolution. Ceci s'explique, d'une part parce que la conductivité est uniforme etd'autre part parce que le courant injecté est sinusoïdal monopériodique. Alors, et danscette situation seulement, les lignes de courant sont parfaitement rectilignes. Dans ce cas,



82 CHAPITRE III. RÉSOLUTION DU PROBLÈME DIRECT PAR LA MÉFla MÉF dont le principe est d'approcher linéairement les lignes de courant sur chaqueélément, devient une discrétisation exacte et seules les erreurs d'arrondi interviennent.L'utilisation d'une approche MÉF, même avec un petit nombre d'éléments, s'avère doncparticulièrement précise pour les distributions de conductivité très peu contrastées.Pour autant, l'augmentation du contraste (i.e., de �) n'entraîne pas une croissanceillimitée de l'imprécision du modèle puisque, pour � < 0; 1 et � > 3, l'erreur de discrétisa-tion atteint un palier. Dans des cas de résolution moyenne (typiquement P = 256), pourdes distributions où � > 1, on obtient une précision � � 1; 5 10�3 ce qui donne un rapportsignal à bruit de discrétisation (RSBD) qui vaut 20 log(��1) � 55 dB, contre 65 dB pourun pas de résolution supérieur (� est en e�et dé�ni comme un rapport bruit sur signal).
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�Fig. III.10 - Décroissance de l'erreur de discrétisation �(�) avec l'accroissement de larésolution, dans le cas de l'exemple du chap. II � 6.2 � P étant le nombre d'éléments dumaillage. On notera le comportement asymétrique de cette erreur par rapport à l'asymptoteverticale d'équation � = 1.Ces résultats sont valables pour des distributions de courant d'entrée �{ sinusoïdalesmonopériodiques. Qu'advient-il pour des distributions di�érentes? Il est plus délicat d'éva-luer directement l'erreur de précision. Nous proposons néanmoins de comparer les vitessesde convergence à l'aide du résidu de la méthode variationnelle : puisqu'on dispose de deuxmodèles adjoints, on peut enchaîner les calculs �{! v et �v ! i0. Ensuite, soit on compare�{ et �{0, soit, ce qui semble plus simple, on calcule le résidu dé�ni de la manière suivante :



6. Stabilité numérique, convergence et précision des modèles directs 83Dé�nition III.1 (Résidu).Nous appelons résidu le scalaire strictement positif �, contenant la valeur résiduellede � construite à partir de deux résolutions jointes enchaînées �{ ! v et �v(= �Pv) ! i0,dé�ni par �(�; �v; h �{�{0 i) := �(�; v; h �{�{0 i) (III.55)= 12vt��v + 12h �{�{0 it�� h �{�{0 i� �vtD�{: (III.56)où �{0 = �Pi0 est le vecteur des courants situés strictement à l'intérieur du domaine 
h,vecteur qui ne peut être calculé qu'à partir de la seconde résolution �v ! i0.
(a) (b) (c)Fig. III.11 - Allure des trois distributions d'entrées (�{) utilisées pour le calcul des résidus :à gauche (a), distribution sinusoïdale ; au centre (b), 2 morceaux de sinusoïde ; à droite(c), distribution triangulaire.Les propriétés de cet estimateur de la précision sont, à notre connaissance, mal connue.Néanmoins, plus le maillage s'a�ne, meilleure est l'approximation MÉF et donc plusproche de 0 sera le résidu. Plutôt qu'une estimation de l'erreur de discrétisation, le résidufournit un estimateur comparatif de la vitesse de convergence en fonction de la �nesse dumaillage et de la distribution de courant d'entrée.Nous proposons de comparer les évolutions du résidu pour trois distributions de cou-rant di�érentes, de puissance normalisée (cf. Fig. III.11). Dans le cas de l'entrée sinusoï-dale monopériodique, sur le même domaine circulaire de conductivité uniforme, le résidu�, comme �(�), est de l'ordre de 10�15, quel que soit P . Par ailleurs, nous présentons lecomportement de ce dernier dans les quatre situations suivantes (cf. Fig. III.12) :� cas 1, + : conductivité uniforme, entrée de type (b) ;� cas 1, � : conductivité en chapeau (R = 1=2, � = 10), entrée de type (a). Celacorrespond à la verticale de la �gure III.10 pour � = 10 ;� cas 1, � : conductivité en chapeau, entrée de type (b).� cas 2, � : conductivité uniforme, entrée de type (c) ;
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Nombre de n÷uds NFig. III.12 - Évolution du résidu en fonction du nombre de n÷uds N . Dans le cas 1, lesentrées de courant ont un spectre bande étroite � entrée proche de la sinusoïde ; dans lecas 2, le spectre est beaucoup plus étendu � signal triangulaire en entrée.La première remarque que l'on peut faire au vu de ces résultats, c'est que le résiduconverge bien vers 0 comme prévu lorsque la taille des éléments décroît. Ensuite, il sembleque la précision de la résolution MÉF est plus directement sensible à la forme de ladistribution �{ qu'à la distribution de conductivité �. En e�et, dans le cas 1, où �{ révèleun contenu spectral pauvre et basse fréquence, la décroissance du résidu est rapide tandisque le cas 2, où �{ a un spectre plus étendu, la convergence s'avère plus lente. Ainsi,sur le plan qualitatif, il est facile de deviner que de rapides variations de la distributionde courant en entrée ont tendance à créer des lignes de courant qui reviennent vite àla frontière en pénétrant très peu le milieu. Celles-ci, à cause du très faible rayon decourbure qui les caractérise, nécessitent donc un maillage plus �n pour être approchéescorrectement. Au contraire, une plus grande précision sera obtenue avec des distributionsd'entrées qui varient plus lentement. Typiquement, les distributions monopériodiques,tendant à générer des lignes de courant qui traversent le milieu de part en part, assurentla meilleure précision. Dépassant le cadre du présent travail, une étude plus précise del'in�uence de la distribution d'entrée peut être e�ectuée en analysant le comportement del'opération �{! �{0, i.e., des valeurs propres de l'opérateur H dé�ni parH := � �PnG�1� �PntD �PnA�1� �PntD; (III.57)opérateur qui, si la discrétisation était parfaite, vaudrait l'identité.D'autre part, on observe que la vitesse de décroissance du résidu est similaire à cellede �(�) dans le cas 3, i.e., environ une demi-décade par pas de résolution croissante.En comparant les valeurs du graphique, on peut en tirer une règle empirique très simple



7. Conclusion : choix du modèle MÉF et choix des entrées 85d'estimation de �(�) : �(�) � �2 : (III.58)7 Conclusion : choix du modèle MÉF et choix desentréesPour conclure, il apparaît que les modèles MÉF en TIÉ réalisent un très bon compromisentre la précision d'une part et le coût de calcul d'autre part. En e�et, ils fournissent, pourun domaine maillé avec N = 200 n÷uds, une simulation du modèle direct précise à environ50 dB pour un coût de O(N2) opérations en virgule �ottante. À ce stade de précision,on peut même a�rmer que l'hypothèse la plus simpli�catrice (hormis la modélisation desélectrodes) est la modélisation 2D en courant continu d'une expérience 3D e�ectuée avecdes courants quasi-statiques. Un e�ort d'a�nement du modèle en vue de réduire le bruit dediscrétisation au delà de 70 dB risque donc d'être ine�cace si c'est la �délité à l'expériencequi est recherchée. À cet égard, on retiendra qu'il peut être préférable d'utiliser �{! �v sil'on sait à l'avance que la conductivité de fond que l'on cherche à reconstruire est moinsélevée que celle des inhomogénéités qu'elle inclut, et vice-versa.Nous constatons par ailleurs, à partir de l'estimateur empirique que constitue le résidu�, que la précision du modèle peut dépendre de manière assez signi�cative de la nature dela distribution d'entrée. Si un gain de 10 à 15 dB supplémentaires est absolument requis, ilpeut être envisageable d'en tenir compte d'un point de vue expérimental, dans la mesureoù cela ne risque pas d'a�ecter la qualité de l'estimation. Sur cette question, deux pointsvue semblent enviseageables, selon les moyens de mise en ÷uvre dont on dispose :� Un point de vue quantitatif qui envisage l'estimation de la conductivité dans lecadre d'une optimisation d'expérience. Il s'agit non seulement d'estimer la distributionde conductivité mais aussi, en cours d'expérience, de choisir des distributions d'entréesusceptibles d'améliorer les résultats d'estimations. Ainsi, dans [Hua et coll. 1991], lesauteurs essaient, itérativement au cours de l'expérience, d'imposer des courants optimaux,i.e., qui maximisent une distance appelée pouvoir séparateur dé�nie dans [Isaacson 1986].Il est aussi envisageable d'incorporer à ce type de procédé, par exemple à l'aide du calculdu résidu, un critère d'optimisation de précision numérique du modèle en fonction descourants d'entrée.� Un point de vue qualitatif, qui requiert moins de moyens, consiste à opérer le choixdes courants d'entrée à partir d'une analyse comportementale a priori sur les lignes decourant. Comme l'intérieur du domaine est plus di�cile à estimer que les bords, on veilleraà introduire des distributions susceptibles de générer des lignes de courant pénétrantprofondément dans le milieu, typiquement, des distributions comprenant une composantemonopériodique (cf. Fig. III.13). Ensuite, on pourra ajouter des composantes spatialement



86 CHAPITRE III. RÉSOLUTION DU PROBLÈME DIRECT PAR LA MÉFplus A haute fréquence B pouvant améliorer la résolution de l'estimation dans des zones deprofondeur intermédiaire. Il s'agit surtout ici de trouver un compromis entre la richessedes distributions d'entrée d'une part et la précision du modèle d'autre part.

(a) (b)Fig. III.13 - In�uence de la distribution d'entrée sur les lignes de courant. Nous reprenonsl'exemple du chap. II � 6.2, discrétisé avec un MCCC de P = 256 éléments, et une zonecentrale de conductivité 10 fois supérieure au fond. En (a), lignes de courant obtenues parla MÉF avec, pour distribution d'entrée, une période de sinusoïde ; en (b), même cas avecquatre périodes de sinusoïde. On constate d'abord que dans le cas (a) que l'approximationMÉF est plus précise que dans le cas (b) � qualitativement, on s'attend en e�et à destrajectoires non seulement continues mais aussi dérivables pour les lignes de courant.Ensuite, on observe dans le cas (a) que les lignes de courant pénètrent plus profondémentdans le milieu.Pour les méthodes d'inversion qui sont présentées dans la suite, nous adoptons le pointde vue qualitatif. Les méthodes d'inversions que nous proposons font appel à plusieursjeux d'observations, i.e., plusieurs distributions d'entrée linéairement indépendantes pourestimer une même distribution de conductivité. Par souci de simplicité, nous construisonsces jeux en utilisant des rotations successives d'une même distribution d'entrée autour de�
h. L'exemple (b) de la �gure III.11, construit à partir de deux morceaux de sinusoïdes,est souvent utilisé par la suite. Il est monopériodique, d'un contenu spectral ni trop riche nitrop pauvre, et ne contient pas de symétrie paire ou impaire. En e�et, en cas d'invariancepar rotation de la distribution de conductivité à estimer, l'indépendance des systèmeslinéaires MÉF à résoudre risque d'être a�ectée par rotations des distributions d'entrée.



8. Annexe 878 Annexe8.1 Démonstration de la propriété III.1Pour démontrer l'égalité (III.22), on étudie 4 cas (cf. Fig. III.14) di�érents de l'égalitésuivante : (CtB �BtC)ij = PXp=1 bpicpj � cpibpj:i = j
3ème cas

ji i
j

i
j1er cas 4ème cas2ème casFig. III.14 - Formule de Green discrète. Quatre con�gurations di�érentes apparaissentpour les paires (i; j). Dans les trois premières, on obtient (CtB � BtC)ij = 0. Dansla quatrième où l'arête (ij) est une arête frontière, on obtient �12 selon l'orientation dei! j.� 1er cas : aucun élément ne contient à la fois le n÷ud (i) et le noeud (j). Alors, 8i,bpi = 0 et 8j, cpj = 0 donc (CtB �BtC)ij = 0 ;� 2ème cas : i = j. On a immédiatement(CtB �BtC)ii = PXp=1 bpicpi � cpibpi = 0 ;� 3ème cas : (ij) forme une arête commune à 2 éléments adjacents (p1) et (p2). Notons(k1) et (k2) les indices des deux autres sommets respectifs de ces éléments. Alors,(CtB �BtC)ij = bp1icp1j � cp1ibp1j + bp2icp2j � cp2ibp2j= 14jAp1j [(yk1 � yj)(xk1 � xi)� (yi � yk1)(xj � xk1)] +14jAp2j [(yk2 � yj)(xk2 � xi)� (yi � yk2)(xj � xk2)]:En développant l'aire jAp1j avec la formule (III.3) d'une part, et en supposant que lepourtour i ! j ! k1 est orienté dans le sens trigonométrique d'autre part, on obtient



88 CHAPITRE III. RÉSOLUTION DU PROBLÈME DIRECT PAR LA MÉFpour le premier terme du membre de droite :14jAp1j [: : : ] = 12 yk1xk1 � xiyk1 � yjxk1 + yjxi � yixj + yixk1 + yk1xj � yk1xk1j � xiyk1 � yjxk1 + yjxi � yixj + yixk1 + yk1xjj= 12 Ap1jAp1j :Pour le second terme, le triangle i ! j ! k2 est orienté dans le sens contraire, ce quidonne : 14jAp2j [: : : ] = 12 Ap2jAp2j = �12 Ap1jAp1 j ; d'où :(CtB �BtC)ij = 0 ;� 4ème cas : l'arête (ij) est une arête frontière. Dans ce cas, on se retrouve dans l'unedes deux situations du cas précédent, ce qui donne �nalement :(CtB �BtC)ij = 8<: 12 si i! j est dans le sens trigonométrique,�12 si i! j est dans le sens contraire.En résumé, le seul cas de non nullité pour la matrice CtB � BtC intervient pour despaires d'indices correspondant à des points adjacents de la frontière. Par conséquent, enintroduisant la matrice de di�érence D dé�nie en (III.24) et la matrice de projection surla frontière �P donnée en (III.23), on aboutit �nalement à l'équation (III.22) :CtB �BtC = � �P tD �P :8.2 Démonstration de la propriété III.2Nous démontrons ici que, pour tout �, f1Ng est le noyau de �� et ��. On opère icila démonstration sur ��, le raisonnement étant exactement identique pour ��.Soit u un vecteur propre de �� pour la valeur propre nulle. Puisque �� est dé�niepositive, ceci est équivalent à : ut��u = 0:Or, l'équation (III.26a) dé�nissant �� peut se réécrire :�� = hBt Cti24�� 00 ��3524BC35 :Donc, u est un vecteur propre de �� pour la valeur propre nulle ssi :�1=2� Bu = 0Pet �1=2� Cu = 0P ;



8. Annexe 89ce qui, compte tenu du caractère diagonal de �� (donc de �1=2� ) et du caractère stricte-ment positif (donc non nul) des �p, est équivalent à :Bu = 0P (III.59)et Cu = 0P : (III.60)Désormais, il n'est pas di�cile de voir que u = 1N véri�e la condition (III.60). Ene�et, rappelons que les matrices B et C sont des matrices creuses dont les éléments sontdonnés par : bpn := 8><>: bpn2pjApj si n 2 S(p)0 sinon (III.61a)et cpn := 8><>: cpn2pjApj si n 2 S(p)0 sinon: (III.61b)où S(p) désigne les indices des trois sommets de l'élément 
p. Chaque ligne des matricesB et C ne comprend donc que trois éléments non nuls qui, à un facteur près, sont lesbpn et les cpn. Rappelons la dé�nition des ces dernieres données lors de l'introduction descoordonnées barycentriques. Dans un triangle dont les sommets sont numérotés n1, n2 etn3, bpn1 = ypn2 � ypn3 (III.62a)et cpn1 = xpn3 � xpn2 ; (III.62b)bpn2 ; cpn2 et bpn3 ; cpn3 étant déduits de bpn1 ; cpn1 par permutation circulaire. Les bpn et cpnreprésentant donc les di�érences d'ordonnées et d'abscisses des trois côtés d'un élément,il est clair que, pour tout p = 1::P , on a :3Xi=1 bpni = 0et 3Xi=1 cpni = 0ce qui se réécrit matriciellement parhbn1 bn2 bn3i 13 = 0 (III.63)hcn1 cn2 cn3i 13 = 0 (III.64)soit encore, globalement, B1N = 0P (III.65)et C1N = 0P : (III.66)



90 CHAPITRE III. RÉSOLUTION DU PROBLÈME DIRECT PAR LA MÉFce qui signi�e que u = 1N véri�e la condition (III.60).Montrons maintenant que si u est vecteur propre de �� pour la valeur propre nulle,alors il existe un scalaire � tel que u = �1N . Soit p 2 f1; : : : ; Pg. Notons, de même queprécédemment n1, n2 et n3 les indices des sommets de 
p et posons :bp3 := hbn1 bn2 bn3itcp3 := hcn1 cn2 cn3itet up3 := hun1 un2 un3it:Alors, de même que pour l'équation (III.64), on abp3t up3 = 0et cp3t up3 = 0;ce qui signi�e que, dans un espace vectoriel tridimensionnel, up3 est à la fois orthogonal àbp3 et cp3. Or, si l'élément 
p n'est pas dégénéré (i.e., possède une surface non nulle), bp3 etcp3 ne peuvent être colinéaires, � en se plaçant dans un système de coordonnées annulantune composante bn1 , on se rend compte que l'autre composante cn1 est nécessairementnon nulle. Donc bp3 et cp3 dé�nissent un plan vectoriel Pp3 et up3 ?Pp3. Mais l'équation(III.64) donne pareillement 13 ?Pp3. Par conséquent, il est nécessaire que 13 et up3 soientcolinéaires. Il existe donc un réel �p tel queup3 = �p13:Ensuite, considérant tous les éléments d'indices pn ayant pour sommet le n÷ud n, ilest nécessaire que tous les �pn aient la même valeur puisque un = �pn. En répétant ceraisonnement de proche en proche sur tous les n÷uds contenant des éléments adjacents,il apparaît qu'il existe un réel �, unique, tel que :8p 2 f1; : : : ; Pg; �p = �;ce qui aboutit à u = �1N :D'où la propriété III.2 : Ker(��) = Ker(��) = f1Ng:



8. Annexe 918.3 Démonstration du théorème III.1Rappelons pour commencer que le problème direct (éq. (III.40)) s'écrit :�v = �PnA�1� �PntD�{;et que l'équation dé�nissant les variations en sortie (III.42) s'écrit :�v + ��v = �PnA�1�+�� �PntD(�{+ ��{):On obtient donc ��v = �Pn (A�1�+�� �A�1� ) �PntD�{+ �PnA�1�+�� �PntD��{: (III.67)La démonstration consiste donc à normer les matrices qui interviennent et à utiliser lamajoration kMuk 6 kMk kuk, avec kMk :=pr(M tM), où r désigne le rayon spectral(sauf mention explicite, les normes utilisées dans cette démonstration sont des normes 2).Remarquons d'abord que  �Pn = 1 puisque �Pnt �Pn est une matrice diagonale necontenant que des 1 excepté un 0 en (n; n), n 2 [1:: �N ]. D'autre part, D étant une matricecirculante, DtD l'est aussi. Sachant que les valeurs propres d'une matrice circulante sontles coe�cients de la transformée de Fourier discrète de sa première ligne, on démontrefacilement que les valeurs propres de DtD s'écrivent :�k = 12 �1� cos 4�k�N � ; n 2 [1:: �N ];ce qui donne kDk 6 1.Par ailleurs, puisque A� est dé�nie positive, on a�maxA� = supkvk=1 vtA�v = kA�ket �minA� = infkvk=1 vtA�v = A�1� �1 ;qui sont respectivement la plus petite et la plus grande valeur propre de A�. La matriceQ admet une décomposition en valeurs singulières (les ��) de sorte que8 v t:q: kvk = 1; �min� 6 kQvk2 6 �max� (III.68)car � = QtQ est hermitienne et inversible. D'autre part, puisque [��]4 est une matricediagonale ne contenant que les valeurs de �, on a8 v t:q: kvk = 1; �min = [��]� 124 �2 6 [��] 124Qv2kQvk2 6 [��] 124 2 = �max: (III.69)



92 CHAPITRE III. RÉSOLUTION DU PROBLÈME DIRECT PAR LA MÉFEn multipliant (III.68) par (III.69) et en remarquant que vtA�v = [��] 124Qv2, onobtient : �min�min� 6 k[��]4Qvk2 6 �max�max� ;soit exactement 8 v t:q: kvk = 1,�min�min� 6 A�1� �1 6 vtA�v 6 kA�k 6 �max�max� : (III.70)De ces encadrements, nous retenons les deux premières majorations qui nous intéressent :A�1�  6 1�min�min� (III.71)et A�1�+�� 6 1(� + ��)min�min� 6 1�min�min� : (III.72)Il nous reste donc à trouver une majoration de A�1�+�� �A�1� . Pour cela, nous éta-blissons d'abord le lemme suivant.Lemme III.1. Soit deux matricesA1 etA2 réelles. On supposeA1 inversible etA2 symé-trique, se décomposant sous la forme A2 = Rt�R, avec � matrice diagonale inversible.Alors, si RtR k�k A�11  < 1 on a la majoration suivante :(A1 +A2)�1 �A�12  6 A�11 21� RtR k�kA�11  : (III.73)Démonstration. Le lemme d'inversion matricielle, appliqué à A1 +A2, nous donne :(A1 +A2)�1 �A�12 = �A�11 Rt(��1 +RA�11 Rt)�1RA�11 :Nous pouvons donc écrire :(A1 +A2)�1 �A�12  6 A�11 2 Rt(��1 +RA�11 Rt)R6 A�11 2 RtR (��1 +RA�11 Rt)�16 A�11 2 RtR k�k (I +�RA�11 Rt)�1 :Or, par hypothèse, 0 < 1� RtR k�kA�11 < 1� �RA�11 Rt< 1� �max(�RA�11 Rt)puisque, pour une matrice quelconque B, on aj�Bj 6 kBk :



8. Annexe 93Par conséquent, 8v 2 R, on a 0 < 1� ��vt�RA�11 Rtv��< vt(I +�RA�11 Rt)v:La matrice I +�RA�11 Rt est donc dé�nie positive. Par conséquent,(I +�RA�11 Rt)�1 = �max(I+�RA�11 Rt)�1= h�minI+�RA�11 Rti�16 �1� ����min�RA�11 Rt�����16 �1� RtR k�k A�11 ��1;ce qui aboutit au résultat présenté dans le lemme.Pour pouvoir appliquer le lemme, il su�t de prendre A1 = A� et A2 = A��. En e�et,A� étant linéaire en �, il vient : A�+�� = A� +A��:De plus, d'après l'équation III.43, on aA�� = Qt[���]4Q:Si nous appelons � la matrice diagonale extraite de [���]4 ne possédant plus que deséléments non nuls sur la diagonale, on peut réécrire l'équation précédente sous la formeA�� = Rt�Roù R contient les lignes de Q correspondant aux éléments non nuls de [���]4. Par consé-quent, pour utiliser le lemme, on utilise d'une partk�k = k[���]4k = k��k1 = j��jmax ;et d'autre part la majoration (III.71) ainsi que la dé�nition �max� := QtQ > RtR.Une condition su�sante pour obtenir la condition RtR k�k A�11  < 1 est donc quej��jmax < �min�min� =�max� , ce qui constitue une hypothèse du théorème. On obtient alorsA�1�+�� �A�1�  6 �max� j��jmax�min�min� (�min�min� � j��jmax �max� ) :Maintenant que nous avons opéré toutes les majorations de matrice, il su�t de les appli-quer à (III.67) pour obtenirk��vk2 6 �max� j��jmax�min�min� (�min�min� � j��jmax �max� ) k�{k2 + k��{k2�min�min�qui est le résultat recherché.





Deuxième partieRésolution du problème inverse detomographie d'impédance électrique :méthodes et mise en ÷uvre





Dans la seconde partie de ce travail, nous commençons (cf. chapitre IV) par pro-poser une méthode d'estimation régularisée de type maximum a posteriori (MAP)pour le problème inverse de TIÉ. Nous montrons que cette approche méthodologique,utilisée habituellement avec succès lors de la résolution de problèmes inverses linéaires,aboutit à des résultats performants en TIÉ. En e�et, par rapport aux méthodes pré-existantes, des améliorations apparaissent, aussi bien en terme de robustesse au bruitet d'e�cacité algorithmique qu'en terme de résolution (en particulier dans la capacité àreconstruire des zones fortement contrastées).Dans le chapitre V, nous essayons d'exploiter le caractère bilinéaire de la modélisationdu problème direct de TIÉ pour construire une méthode d'estimation de la moyennea posteriori (MP), en particulier grâce à la l'échantillonnage de Gibbs (EG). À partird'un exemple simple, directement calqué sur les di�cultés spéci�ques du problème deTIÉ, ou de tout autre problème inverse bilinéaire comprenant une contrainte elle-mêmebilinéaire (e.g., la tomographie de di�raction), nous montrons que l'utilisation conjointede l'EG et du principe d'échantillonnage pondéré permet une détermination stochastiquerelativement e�cace de la MP. Pour terminer, nous détaillons les étapes d'un algorithmerapide mettant en ÷uvre l'estimation de la MP en TIÉ.
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Chapitre IV
RÉSOLUTION MAP DU PROBLÈME INVERSEDE TIÉ
Nous proposons ici une méthode de résolution du problème inverse de TIÉ reposantsur la maximisation de la loi a posteriori (MAP). Parmi les méthodes déjà utiliséesen TIÉ, une grande majorité s'interprètent, dans le cadre des méthodes de critère (cf.chapitre I), comme des cas particuliers de mise en ÷uvre du MAP. Nous présentons ici lesperfectionnements que nous introduisons pour cette méthode, qui préservent en particulierle caractère non linéaire du modèle direct MÉF que nous adoptons. Les résultats présentésattestent les améliorations signi�catives de la qualité et de la robustesse apportées par laméthode à la résolution du problème inverse de TIÉ.1 Présentation des méthodes existantesLes travaux de reconstruction en TIÉ sont nombreux dans la littérature. On peutdistinguer deux familles d'approches. On trouve d'une part les approches paramétriquesreposant sur des méthodes analytiques de résolution du problème direct � au sens où nousl'avons dé�ni dans le chapitre III. Alors, le problème se ramène à l'étude d'un petit nombrede paramètres hétérogènes (e.g., pour un milieu circulaire, angle et position et rayon ded'une inhomogénéité circulaire). On trouve d'autre part les approches non paramétriquesreposant sur un découpage du milieu (quelconque ici) en pixels, lesquels correspondentà des variables homogènes : en TIÉ, des conductivités. Ces méthodes utilisent alors lesméthodes de résolution discrètes ou mixtes.Les méthodes paramétriques sont donc surtout utilisées dans des cas très particu-liers. Comme nous nous situons ici dans le cadre de traitements de données numériquesd'une part et que nous faisons l'hypothèse d'une géométrie quelconque d'autre part, nousne considérons pas plus avant les méthodes paramétriques, hormis pour des considéra-tions qualitatives. Mentionnons cependant les travaux de [Seagar et Bates 1985] pour desgéométries circulaires et ceux de [Bates et coll. 1980], [Lang 1986] et [Isaacson 1986], cesderniers visant surtout à quanti�er la résolution et le pouvoir séparateur que l'on peutobtenir par ces méthodes, sans toutefois introduire d'information a priori .99



100 CHAPITRE IV. RÉSOLUTION MAP DU PROBLÈME INVERSE DE TIÉNous avons vu dans la première partie qu'en TIÉ, le comportement des observationspar rapport à la distribution de conductivité est fortement non linéaire. Aussi trou-vons nous dans la littérature assez peu de modèles directs linéaires à part entière. Dans[Cohen-Bacrie 1994], l'auteur présente les di�érentes formes de linéarisation utilisées dansla littérature. Ces approximations reviennent à se placer dans l'hypothèse ou les lignesde courant sont quasi-rectilignes (à une transformation géométrique près), ce qui revientà linéariser le modèle autour d'une conductivité uniforme � moyenne �, soit en faisantl'hypothèse que le contraste sur la distribution de conductivité est très faible 1, soit ensupposant que l'étendue d'une zone inhomogène est très limitée par rapport au domainetout entier (cf. [Seagar et Bates 1985]). Dans [Dobson et Santosa 1994], les auteurs choi-sissent aussi de linéariser selon la première méthode. Nous avons remarqué dans le chapitreIII que cette linéarisation était peu judicieuse puisque les méthodes discrètes préservent� naturellement� le caractère non-linéaire du modèle direct tout en étant résolues plusrapidement que les méthodes linéaires grâce au caractère creux des matrices à inverser 2.La plupart des modèles directs utilisés sont donc non linéaires.En revanche, un grand nombre de méthodes d'estimation utilisées reposent sur des li-néarisations successives appelées en TIÉ rétroprojections. En e�et, ne disposant pas, mêmeaprès discrétisation, de formule explicite pour l'inversion, les seuls schémas envisageablessont de types itératifs. Le principe de ces algorithmes est le suivant ;1. Choisir une première estimation de conductivité �0. La plupart du temps, celle-ciest une distribution uniforme proche de la distribution �moyenne� sur le domaine ;2. Jusqu'à convergence, i.e., k�m � �m�1k < �, répéter :3. Pour k 2 f1; : : : ; Kg, indice du jeu d'observation, itérer :(a) À partir de la distribution de courant imposée �{k et �0, résoudre le problèmedirect, ce qui donne avec le modèle MÉF que nous adoptons :�vkm = �PnA�1�m�1 �PntD�{kpuis en déduire les lignes de courant reliant tous les n÷uds de la frontière ;(b) Grâce à la loi de conservation du courant entre deux lignes de courant succes-sives, rétroprojeter, soit de manière uniforme soit de manière plus élaborée, la di�é-rence entre les tensions observées �vkobs et les tensions estimées �vkm, sur les élémentsde conductivités situés entre les deux lignes, de sorte que la nouvelle distribution deconductivité s'écrit �m = �m�1 + ��moù ��m est la correction de la conductivité due à la rétroprojection.1: Cette hypothèse est tout à fait comparable à l'approximation de Born en tomographie de di�raction.2: Il en est avec la MDF comme pour la MÉF : les deux méthodes sont construites par des linéarisationslocales sur chaque pixel de l'image à l'intérieur duquel les lignes de courant et les équipotentielles sontapprochées par des segments de droite. La prise en compte globale de toutes ces linéarisations locales estdonc plus e�cace analytiquement et algorithmiquement qu'une linéarisation globale.



1. Présentation des méthodes existantes 101Parmi les travaux utilisant la rétroprojection (qui correspondent à la majorité des mé-thodes d'estimation disponibles), on peut mentionner ceux de [Tasto et Schomberg 1978],[Barber et Brown 1986], [Yorkey et coll. 1987], [Kohn et McKenney 1990] ainsi que ceuxde [Santosa et Vogelius 1990]. Les méthodes de rétroprojection correspondent à une miseen ÷uvre d'un algorithme de type point �xe. Interprétées dans le cadre des méthodesde critère, elles correspondent à la recherche de minima locaux. Cependant, elles ne pos-sèdent pas toujours des propriétés de convergence garanties. En outre, elles s'avèrentextrêmement sensibles au bruit si bien que les études se restreignent à des simulationssous l'hypothèse d'une absence de bruit en sortie du modèle.Nous avons vu au chapitre II que le caractère bien posé au sens de Hadamard duproblème inverse de TIÉ laisse en réalité présager une forte instabilité des algorithmesde reconstruction 3. Bien qu'une grande majorité d'auteurs aient perçu cette di�culté, ilssont peu nombreux à poser le problème dans le cadre des méthodes de critère de façon à ré-gulariser. C'est en 1991 qu'apparaissent, avec [Hua et coll. 1991] puis [Woo et coll. 1993]les premières méthodes de critère pénalisé. Les auteurs remarquent en e�et que la conver-gence des algorithmes de minimisation du seul critère de �délité aux données est trèslente : ce dernier possède en e�et des vallées très allongées dans lesquelles les algorithmesde descente �coincent� (cf. chapitre I � 3.2). Les auteurs introduisent alors un terme depénalisation : Japr(�) = ��t�;dans le but de stabiliser la minimisation (e�ectuée avec l'algorithme de Newton-Raphson).Chez ces auteurs, l'objectif se limite clairement à une stabilisation de l'algorithme car lechoix de ce terme de pénalisation, qui correspond à un a priori séparable de rappel àzéro sur chaque élément de conductivité, est très discutable connaissant la contrainte depositivité sur �. Toutefois grâce à cette pénalisation, les auteurs ont pu travailler sur desdonnées réelles. Ils ont estimé le rapport signal à bruit (RSB) en sortie à environ 66 dB.Pour s'attaquer plus résolument au caractère mal posé du problème de TIÉ, cer-tains auteurs ont commencé à opérer une régularisation dans le cadre classique de l'es-timation linéaire. C'est la raison pour laquelle sont apparus tardivement des méthodesd'estimation reposant sur des approximations linéaires du problème direct. Ainsi, dans[Chen et Paoloni 1992], les auteurs utilisent une linéarisation du problème direct et opè-rent une troncature des valeurs singulières pour résoudre le problème inverse. On trouveaussi dans [Cohen-Bacrie 1994] une linéarisation discrète pour le problème direct, validenon pas dans le cas d'un très faible contraste pour les zones inhomogènes mais dans l'hy-pothèse où le support de ces zones est très étroit par rapport au domaine. L'auteur justi�e,par une formulation bayésienne de l'inversion [Demoment 1989], d'opérer la minimisationd'un critère régularisé à partir d'une loi a priori markovienne convexe. L'emploi d'unmodèle a priori gaussien lui permet d'obtenir une estimation robuste de l'objet. Toujours3: En e�et, la troisième condition de Hadamard (continuité) n'est véri�ée qu'avec une majoration àtangente in�nie.



102 CHAPITRE IV. RÉSOLUTION MAP DU PROBLÈME INVERSE DE TIÉdans ce cadre de modèles directs linéaires, on trouve dans [Dobson et Santosa 1994] l'uti-lisation d'un a priori L1 sur les di�érences entre �p voisins. Si e(p) désigne les indicesdes voisins du site p, le terme d'a priori , encore appelé critère de variations totales (cf.chapitre I � 3.4.3), s'écrit : Japr(�) = �Xp Xq2e(p) j�p � �qj :Pour introduire cette régularisation markovienne, tous ces auteurs ont utilisé une discré-tisation cartésienne du domaine 
.Remarque IV.1 (Utilisation de la formulation variationnelle comme critère).Dans [Kohn et McKenney 1990], les auteurs essaient aussi d'utiliser de manière origi-nale la propriété de dé�nie positivité de la formulation variationnelle (III.28) pour essayerde la minimiser. Rappelons que cette formulation qui s'écrit�(v; i;�) = 12vt��v + 12it��i� �vtD�{; (IV.1)est utilisée pour résoudre les deux modèles directs adjoints �{ ! v et �v ! i en dérivantpar rapport aux inconnues (respectivement v ou i) tout en supposant connus � et res-pectivement �{ ou �v. Dans leur méthode, les auteurs utilisent ces deux modèles directsdi�érents pour éliminer les inconnues �{ et �v (rassemblant les composantes des courantset tensions situés à l'intérieur du domaine 
) et n'avoir plus à optimiser qu'en fonctionde �. La prise en compte de plusieurs jeux d'observations est obtenue en ajoutant lesformulations correspondantes. L'idée intéressante de cette méthode réside dans la prise encompte de manière symétrique des deux modèles adjoints dans la procédure d'estimation.Nous avons remarqué en e�et (cf. Fig. III.10) que le modèle �{! v est une approximationplus précise pour les � > 1 tandis que le modèle �v ! i est plus précis pour les � < 1.Toutefois, au vu de nos propres essais en simulation (dans lesquels nous avons rajoutéun terme de régularisation), il semble que cette méthode cumule les défauts des deuxmodèles plutôt que leurs qualités respectives et qu'elles ne donnent des résultats probantsque pour des contrastes de conductivité proches de 1, i.e., à l'endroit où les erreurs dediscrétisation sont très faibles. On remarquera par ailleurs qu'il est délicat de trouver uneinterprétation bayésienne (avec en particulier un modèle d'observation) correspondant àla minimisation de ce critère.Ainsi, au regard du cadre de résolution des problèmes inverses que nous exposons auchapitre I � 3, nous pouvons proposer certaines améliorations pour résoudre le problèmeinverse de TIÉ.



2. Estimation MAP de la log-conductivité 1032 Estimation MAP de la log-conductivitéDans ce paragraphe, nous proposons plusieurs améliorations pour l'estimation MAPde la distribution de conductivité en TIÉ. En premier lieu, nous étendons de manièreexplicite la régularisation à l'utilisation d'un modèle direct préservant la non linéarité duproblème (au sens où la régularisation n'est pas une simple stabilisation algorithmiquede la méthode). Pour cela, nous proposons, dans le choix de la loi a priori , d'utiliserune paramétrisation di�érente reposant sur la log-conductivité plutôt que la conductivité.Par ailleurs, a�n d'utiliser un maillage triangulaire plus adapté à la discrétisation dudomaine 
 qu'un maillage cartésien, nous introduisons une loi a priori pour laquellenous avons étendu le caractère de dépendance markovienne à l'utilisation d'un pavageirrégulier (cf. chapitre I � 3.4.2). Nous montrons que l'utilisation d'une loi a priori detype variations totales sur la log-conductivité permet de reconstruire des distributions deconductivité très contrastées, tout en préservant le caractère discontinu entre d'éventuelleszones homogènes, ce qui constitue une amélioration très sensible par rapport aux méthodespréexistantes. En outre, la robustesse apportée à notre méthode par la régularisation nouspermet d'autoriser une plus grande incertitude sur les mesures de tensions (nous abaissonsle RSB jusqu'à 40 dB). En�n, comme nous ne disposons pas ici de données réelles, nousutilisons pour simuler les observations un maillage MÉF plus �n que celui utilisé pourl'estimation.2.1 Choix de la log-conductivité pour la reconstructionDans le paragraphe 3.4.1, nous établissons que la variable pertinente pour l'estimationn'est pas forcément la variable avec laquelle le problème direct est construit naturellement.C'est particulièrement le cas en TIÉ où plusieurs variables sont envisageables. Dans letableau suivant, nous présentons diverses paramétrisations utilisées dans la littérature deTIÉ. À l'origine, celles-ci ne sont pas destinées à la régularisation car elles ont été utiliséesdans les méthodes paramétriques de façon à aboutir à des con�gurations �proches de lalinéarité�.Pour essayer de quali�er ce que nous entendons par l'expression �proches de la linéa-rité�, nous essayons de comparer les comportements de la sortie en tension en fonction del'inconnue dans l'exemple suivant. Nous considérons un domaine de conductivité uniforme�0 à l'intérieur duquel il existe une zone homogène de conductivité � (e.g., l'exemple duchapitre II � 6.2 dans lequel 
 est circulaire et � � en chapeau �). Le comportementqui nous intéresse et qui est le plus caractéristique des méthodes de reconstruction estdonné par l'amplitude des tensions de sortie en fonction de la conductivité � (ou plusprécisément, du contraste ��0 ).Typiquement, lorsque � est proche de �0, une variation de � entraîne une variationnotable de l'amplitude des tensions, quelque soit le sens de cette variation. En revanche,



104 CHAPITRE IV. RÉSOLUTION MAP DU PROBLÈME INVERSE DE TIÉlorsque le contraste est très faible (� � �0) ou très élevé (� � �0), une variation mêmenotable de � n'entraîne plus de variation sensible des tensions puisque le caractère conduc-teur déterminant pour la sortie est alors essentiellement déterminé par la zone extérieurede conductivité �0. L'adéquation linéaire asymptotique (ALA) est donc meilleure pour desreparamétrisations comme  et � que pour � et ��1 (cf. le tableau ci-dessus). La variable �semble même plus adéquate car la fonction �( ��0 ) est bornée. Ceci n'est pas très étonnantcar � est exactement la paramétrisation naturelle de l'exemple du chapitre II � 6.2.Distribution f f(�) = � f(�) = ��1 ( ��0 ) := ln ��0 �( ��0 ) := ���0�+�0ALA médiocre médiocre assez bonne bonneSymétrie f(�) = f(��1) f(�) = f(��1) ( ��0 ) = �(�0� ) �( ��0 ) = ��(�0� )Contraintes � 2 R+� ��1 2 R+�  2 R � 2]� 1; 1[Monotonie % & % %Références nombreuses [Inman et coll. 1973] [Barber et Brown 1986] [Isaacson 1986]Néanmoins, l'intérêt d'une reparamétrisation réside aussi dans l'espace de travail ré-sultant (cf. chapitre I � 3.4.1). À cet égard, c'est la variable ( ��0 ) = ln( ��0 ) qui est laplus pratique puisque son utilisation ne requiert pas de contrainte d'espace ( 2 R). Enoutre, nous avons aussi remarqué que ce type de paramétrisation bijective y = lnx, x > 0,se révèle plus pertinente car elle correspond mieux à la perception linéaire intuitive del'utilisateur. Ainsi, dans les applications biomédicales, la perception de la résistivité � oude la résistivité ��1 est plutôt logarithmique : à titre d'exemple, les os ont une résitivitémoyenne de 150 
:m, les poumons à l'inspiration sont à 24 
:m, à l'expiration ils sontà environ 7 
:m, le liquide cérébrospinal à 0;65 
:m (pour plus de détails, on peut sereporter à [Cohen-Bacrie 1994]). Pour toutes ces raisons, nous adoptons dans la suite dece chapitre la log-conductivité  comme paramétrisation pour construire la loi a priori .2.2 Modèle direct MÉF non linéaireLe modèle d'observations que nous utilisons repose sur le modèle discrétisé donné parl'équation (III.40), que nous étendons à K jeux d'observations indépendantes�vkobs = �PnA�1� �PntD�{kobs + �bk; (IV.2)où les �bk sont supposés gaussiens N (0; s2k). D'après la remarque I.3, la prise en compte deplusieurs jeux de données di�érentes dans le cadre bayésien aboutit, pour le MAP, à laminimisation d'un critère (I.26). L'utilisation de (IV.2) pour le modèle des observationsamène donc pour le MAP à utiliser pour le terme de �délité aux données le critère suivant :Jobs(�) = KXk=1 �vkobs � �PnA�1� �PntD�{kobs22s2k :



2. Estimation MAP de la log-conductivité 105Compte tenu du choix de la log-conductivité comme variable de reconstruction, ce termede �délité se réécrit : Jobs() = KXk=1 �vkobs � �PnA�1exp �PntD�{kobs22s2k : (IV.3)Ainsi que le montre la �gure IV.1, ce critère n'est pas convexe. Lorsque l'on essaie dele minimiser sans régularisation, il apparaît que le minimum atteint ne dépend pas dupoint initial, ce qui laisse supposer qu'il peut être unimodal. Néanmoins, il s'avère trèslent à minimiser à cause de � paliers � dans lesquels l'approximation locale du hessiens'avère très mal conditionnée de sorte qu'en pratique, le temps de minimisation dépendfortement du point d'initialisation de l'algorithme.
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106 CHAPITRE IV. RÉSOLUTION MAP DU PROBLÈME INVERSE DE TIÉde douceur locale. En particulier dans le domaine biomédical, cette douceur se caractérisepar des régions homogènes de conductivité quasi constante. Dans [Fox et Nicholls 1997],l'auteur utilise une information a priori très forte : les valeurs des pixels appartiennentà un ensemble �ni de valeurs réelles connues à l'avance. Sans aller jusque là, il est pos-sible d'introduire, pour estimer des log-conductivités à valeur dans R, des lois a prioriconstruites à partir de potentiels convexes favorisant une douceur locale tout en préser-vant les discontinuités entre les régions homogènes. Comme nous l'avons mentionné dansle chapitre I � 3.4.3, nous choisissons un champ de Markov homogène dé�nie à partir desa fonction d'énergie U() = �(D) = N2CXi=1 �� (ti);où N2C désigne le nombre total de cliques d'ordre 2 du graphe du champ de Markov etti = p � q est la di�érence première entre les deux éléments (p; q) associés à la i-èmeclique. La fonction ��(t) est la fonction de potentiel L1=L2 de Huber donnée par :��(t) = 8<: t2�2 si jtj < � ,2 jtj� � 1 sinon (IV.4)Lorsque le seuil � tend vers l'in�ni, on retrouve un a priori Gauss-Markov de douceur surles di�érences tandis que lorsque � tend vers zéro, on se rapproche d'une régularisationpar variations totales favorisant en plus la reconstruction de discontinuités. Avec cetteloi a priori , l'estimation MAP revient donc à mettre en ÷uvre la minimisation du critèresuivant :J() = KXk=1 �vkobs � �PnA�1exp  �PntD�{kobs22s2k + �2 PXp=1 Xq2v(p) �� (p � q) (IV.5)où v(p) désigne l'ensemble des indices des voisins de l'élément d'indice p. L'expression dugradient de J(), utilisé pour la minimisation, est présenté en annexe (cf. � 5).3 Mise en ÷uvre du MAPDans ce paragraphe, nous présentons la mise en ÷uvre et les résultats de l'estimationMAP dé�nie en (IV.5).3.1 Simulation haute résolution des observationsDans [Martin et Idier 1995] et [Martin et Idier 1996], nous mettons en ÷uvre l'esti-mation MAP de la log-conductivité sur un domaine circulaire de type MCCC (cf. Fig.III.6) P = 256 éléments. Pour cela, nous générons les données simulées en ajoutant en



3. Mise en ÷uvre du MAP 107sortie un bruit de 60 dB en utilisant pour le rapport signal à bruit la dé�nition suivantepour chaque jeu d'observation k 2 f1; : : : ; Kg :RSBk = h(�vk � vkm1 �N)t(�vk � vkm1 �N)�Ns2k i 12 (IV.6)où s2k est la variance du bruit gaussien bk, 1 �N est le vecteur de longueur �N ne contenantque des 1 et vkm = P �Nn=1 �vkn�N (IV.7)est la moyenne arithmétique des tensions mesurées en sortie. Le RSB en dB est alors dé�nipar : RSBdBk = 20 logRSBk:En outre, dans ces publications nous employons le même maillage pour la simulation desdonnées observées et de la reconstruction.
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108 CHAPITRE IV. RÉSOLUTION MAP DU PROBLÈME INVERSE DE TIÉ� Nous utilisons pour reconstruire les données un maillage construit à partir d'unetriangularisationmanuelle contenant P = 296 éléments, N = 174 n÷uds et �N = 50 n÷udsà la frontière. En revanche, les données simulées sont générées à partir d'un maillage plus�n de P = 1002 éléments, N = 552 n÷uds et �N = 100 n÷uds à la frontière, dont 1sur 2 est exactement un des 50 points frontaliers du maillage plus grossier utilisé pourla reconstruction. Ainsi, pour la reconstruction, les �vk et �{k contiennent un point surdeux des tensions et courants générées à haute résolution (cf. Fig. IV.2). En outre, nousutilisons K = 7 jeux d'observations di�érents de sorte que la condition d'identi�abilitéK �N > P soit véri�ée. En�n, la distribution de conductivité originale comprend un fondhomogène de 1 S.m�1 avec deux inhomogénéités de 6 S.m�1 et 20 S.m�1.Les avantages d'une simulation � haute résolution� des données observées sont évi-dents. La principale est que la simulation des observations bruitées est plus réaliste puisquela MÉF converge vers la solution exacte de la formulation variationnelle II.16 lorsque lataille des éléments décroît. Ensuite, on peut remarquer que l'on peut se permettre uneaugmentation conséquente du coût de calcul de simulation des données observées (ici, ilest multiplié par 4 environ) tandis que le coût de calcul de l'inversion reste inchangé.Remarque IV.2 (À propos de l'� inverse crime�).Lorsque l'on ne dispose pas de données réelles, on doit se contenter, pour validerla méthode, d'utiliser des données simulées. Dès lors, l'emploi de la même approxima-tion (modèle direct) pour générer les données d'une part et pour les reconstruire d'autrepart peut apparaître comme une faiblesse méthodologique de la procédure de validation,faiblesse communément appelée � inverse crime �. La portée de cette anticipation desconséquences néfastes d'une utilisation �mono-modèle� doit toutefois être modérée dansdeux directions (nous nous appuyons pour cela sur l'étagement des modèles représentésur la �gure I.2) :� Les conséquences néfastes d'une utilisation � mono-modèle � en simulation dé-pendent directement de la qualité du modèle direct utilisé dans les méthodes d'inversion.En particulier en TIÉ où le phénomène décrit est fortement non linéaire, il est clair quel'utilisation, en dehors de son champ de validité, d'une même approximation linéaire pourle modèle direct et pour l'inversion limitera beaucoup plus la portée des résultats quel'emploi d'un modèle direct qui préserve la non-linéarité du phénomène, et qui plus estcomme celui obtenu avec la MÉF, converge vers le modèle analytique lorsque le maillages'a�ne.� L'apparente nécessité d'utiliser deux modèles di�érents peut provenir d'un défautde prise en compte des erreurs de modélisation dans la construction et la mise en ÷uvredu problème inverse. L'utilisateur étant néanmoins conscient de l'existence d'incertitudesdans le modèle direct, il apparaît qu'une raison su�sante pour rendre pertinente la va-lidation d'une méthode de reconstruction serait de trouver de bons résultats avec uneméthode testée à partir de données générées par une autre méthode, i.e., avec une in-certitude di�érente. La prise en compte des incertitudes, négligée dans la constructiondes méthodes d'estimation, réapparaît nécessairement � en bout de chaîne� au momentde la validation. Toutefois, il faut remarquer que ce qui s'avère une condition su�santepour la validation n'est nullement nécessaire du point de vue méthodologique, d'autant



3. Mise en ÷uvre du MAP 109plus qu'une telle condition peut s'avérer très restrictive. Cette di�culté est résolue ex-plicitement par la régularisation qui intègre directement l'existence d'incertitudes dans laprocédure d'inversion.3.2 Minimisation par gradient pseudo-conjugué (GPC)Le choix de l'algorithme de mise en ÷uvre de la minimisation du critère MAP s'avèredéterminant pour des problèmes inverses à modèle direct non linéaire comme la TIÉ.Étant donné la charge de calcul élevée requise dans ces problèmes pour e�ectuer le calculdu modèle direct, il s'agit de trouver un bon compromis entre la recherche d'une grandeprécision dans l'aptitude à minimiser d'une part et l'économie des moyens de stockage descalculs d'autre part. Rappelons que nous choisissons ici une stratégie sous-optimale d'opti-misation en choisissant des méthodes de descente déterministes opérant une minimisationlocale sur un critère multimodal.Une optimalité dans la recherche de ce compromis semble avoir été trouvée dans l'uti-lisation et le développement d'algorithmes rapides. Il s'agit de tirer parti de certaines pro-priétés propres du problème (matrices circulantes, matrices de Toeplitz, matrices creuses)pour mettre en ÷uvre des procédures d'optimisation rapides dédiées spéci�quement à larésolution du problème inverse en question. Le lecteur intéressé par ces aspects pourrase reporter à [Demoment 1987] ainsi qu'à [Mendel 1983], [Goussard et Demoment 1989],[Idier et Goussard 1990] et [Champagnat 1993] (entre autres) comme cas particulier demise en ÷uvre pour les problèmes inverses linéaires. Une tentative dans ce sens a étée�ectuée par [Carfantan et coll. 1997] pour le problème inverse de tomographie de dif-fraction. Les propriétés de la mise en ÷uvre algébrique de ce problème, en utilisant unmodèle direct préservant la non linéarité du phénomène de di�raction, sont très prochesde celles que nous adoptons ici pour la TIÉ. Il s'agit pour l'auteur d'exploiter la propriétésuivante : la minimisation par rapport à une seule composante du vecteur objet recher-ché revient à annuler une fraction rationnelle. Ceci lui permet de proposer un algorithmed'optimisation pixel par pixel (de type Gauss-Seidel) pour l'optimisation du critère MAP.On peut montrer que cette propriété existe de manière rigoureusement équivalente pourla minimisation du MAP en TIÉ, avec cependant la contrainte, pour la régularisation,de faire intervenir une fraction rationnelle en � et non en , ce qui constitue une impor-tante limitation au regard de la qualité remarquable des reconstructions obtenues avec lalog-conductivité (cf. � 3.3). De plus, la mise à jour d'un pixel �p nécessite de recalculerglobalementA�1� , ce qui n'est pas si avantageux (C'est pourquoi nous ne présentons pas iciles calculs permettant d'établir cette propriété). Dans le chapitre suivant, nous essayonsd'exploiter la propriété de bilinéarité du problème et le caractère creux de la matrice derigidité A� en vue de construire un algorithme stochastique rapide pour estimer la MP.En TIÉ, la plupart des méthodes qui ont été utilisées pour minimiser les critères sontdes méthodes du second ordre, du type Newton Raphson. Cette utilisation se justi�e àdouble titre. D'une part, pour les auteurs comme [Kohn et McKenney 1990] qui n'em-ploient pas de régularisation, l'utilisation de méthodes du second ordre permet de mieuxprendre en compte les mauvais conditionnements locaux du hessien puisque le calcul dece dernier intervient dans la détermination du point suivant de l'algorithme (pour plus de



110 CHAPITRE IV. RÉSOLUTION MAP DU PROBLÈME INVERSE DE TIÉdétails sur les méthodes du second ordre, on pourra se reporter à [Press et coll. 1986]).D'autre part, pour les auteurs qui font appel à des critères �stabilisés� avec des a prioriconvexes comme [Hua et coll. 1991] ou [Woo et coll. 1993], il est important que le termed'a priori ne supprime pas complètement les mauvais conditionnements locaux du critèrea�n de préserver le caractère non linéaire utilisé dans la méthode. Pour le critère MAPque nous désirons optimiser, la problématique n'est pas tellement di�érente : asymptoti-quement (i.e., pour les p !1 ou p! �1), le critère régularisé va tendre vers1 danstoutes les directions alors que ce n'est pas le cas sans régularisation (Il su�t pour voir celade prendre  = 1, de faire tendre  vers1 : on constate alors que J() demeure borné).En revanche, près du minimum, le critère régularisé doit préserver la non linéarité duproblème �au risque� de conserver des conditionnements locaux relativement médiocres.C'est la raison pour laquelle les méthodes classiques du premier ordre (gradient optimalou gradient à pas adaptatif) sont inutilisables en pratique : les directions successives deces méthodes de descente étant orthogonales entre elles, ou proches de l'orthogonalité, latrajectoire de l'algorithme dans une vallée prononcée sera oscillante et l'algorithme trèspeu e�cace (cf. Fig. IV.3). D'où l'utilité des méthodes du second ordre.
Fig. IV.3 - Comportement des méthodes de descente du premier ordre dans une région ducritère caractérisée par un conditionnement médiocre de son hessien. En trait plein (�),méthode du gradient optimal, en tireté (��), méthode du gradient conjugué.Toutefois, le coût de calcul de ces méthodes demeure très élevé puisqu'il fait appel auhessien du critère, ce qui, dans le cas que nous étudions, revient à stocker une matrice deP � P = 2962 points à chaque itération. De plus, le critère J() étant fortement éloignéd'un critère quadratique, l'approximation locale du hessien est susceptible de perdre deson e�cacité si l'on cherche à rallonger les pas à chaque itération. Un compromis entre laprécision des méthodes d'ordre 1 et l'e�cacité des méthodes d'ordre 2 a été trouvé dans lesméthodes de gradient conjugué, construites à l'origine pour résoudre les systèmes linéairesmal conditionnés. SiH est le hessien du critère quadratique résultant, la méthode du gra-dient conjugué va conduire à des directions de descente successives orthogonales, non pluspour le produit scalaire canonique mais pour le produit scalaire hH:; :i. Les directions dedescentes successives sont dès lors appelées conjuguées (cf. [Lascaux et Theodor 1987]).La direction de descente e�ective, qui n'est plus celle de plus grande pente, permet d'al-longer considérablement la longueur de chaque pas de descente et de réduire ainsi d'autantle nombre de ces pas de sorte que si P est le nombre de variables du critère à minimi-ser, le minimum exact sera atteint en faisant appel à P calculs successifs du gradientdu critère. Des extensions e�caces de cette méthode pour des critères non quadratiquesont été proposées par Fletcher et Reeves, puis Polak et Ribière (cf. [Press et coll. 1986]).Ces méthodes de gradient conjugué compensent l'absence de calcul du hessien du critèrepar une minimisation � de ligne� très précise dans chaque direction choisie (par appelssuccessifs à des calculs du critère), de façon à garder la propriété de conjugaison.



3. Mise en ÷uvre du MAP 111Un premier défaut de ces algorithmes est qu'ils sont construits pour minimiser lenombre d'appels de calcul du gradient, comme si ce calcul était algorithmiquement beau-coup plus lourd que celui du critère. Ceci est loin d'être toujours véri�é, d'autant plus quece dernier fait appel à des calculs partiels déjà e�ectués lors du calcul du critère au mêmepoint. Un second inconvénient est que ces méthodes de gradient conjugué cherchent àminimiser de manière très précise le long des directions de descente alors qu'une stratégieplus e�cace, semble-t'il, consiste à ne pas � s'attarder � à minimiser précisément danscette direction (cf. remarque IV.3) et à passer rapidement à une nouvelle direction, commel'illustre la plus grande e�cacité du gradient à pas adaptatif par rapport au gradient op-timal. Algorithmiquement, on observe qu'un bon compromis consiste à e�ectuer un calculdu gradient pour 3 à 5 calculs du critère. Ceci nous a conduit à mettre en ÷uvre une versionadaptative approchée du gradient conjugué, que nous appelons gradient pseudo-conjuguéparce qu'à la condition de minimisation exacte dans la direction de descente, nécessairepour garder la propriété locale de conjugaison, a été substituée une minimisation grossièree�ectuée en un petit nombre d'appels du critère (cf. [Brette et coll. 1997]).Par ailleurs, à cause de la relative imprécision introduite dans la minimisation deligne, la propriété de conjugaison entre les directions de minimisation successives, quigarantissait le caractère descendant des directions proposées, n'est plus rigoureusementvéri�ée dans notre algorithme. A�n d'éviter que la correction proposée n'aboutisse à unedirection de montée, nous introduisons un test d'angle entre la direction de plus grandepente et la direction pseudo-conjuguée proposée (selon les formules de Polak-Ribière). Sil'angle obtenu est en valeur absolue supérieur à 90 degrés, la direction proposée (alorsmontante) est refusée et on lui substitue la direction de plus grande pente. En pratique(cf. Figs. IV.5 et IV.6), cette méthode s'avère aussi e�cace qu'un gradient conjugué exactpour un coût de calcul nettement moins élevé.

Cas de réduction du pasCas d'allongement du pasFig. IV.4 - Illustration de la stratégie de minimisation de ligne adoptée. Si, avec le pasinitial, le premier point calculé dans la direction de descente est situé sous la valeur initialedu critère, une stratégie d'allongement du pas (additive et multiplicative) est retenue. Enrevanche, si le premier point est situé au dessus de cette valeur initiale, une stratégie(multiplicative) de réduction du pas est appliquée.
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Récapitulatif IV.1 (Algorithme du gradient pseudo-conjugué (GPC)).L'algorithme GPC que nous proposons se dé�nit comme suit :� Initialisation de 0, 1 = 0 ;� k  0, � = �0 ;� g0 = grad=0J , d0 = g0 ;� Tant que kgkk > �, faire :� k  k + 1, n 0 ;� gk = grad=kJ ;� 0k = k ;� Calcul de la direction de descente potentielle :dpotk = �kdk�1 + gk (IV.8)avec (cf. Polak-Ribiere [Press et coll. 1986])�k = (gk � gk�1)tgkgtkgk : (IV.9)� Si gtk�1dpotk > 0 (cf. [Brette et coll. 1997]), fairedk = dpotk ;sinon, faire dk = gk:Minimisation de ligne :� 1k = 0k � �dk ;� Si J(1k) < J(0k), faire� tant que J(nk) < J(n�1k ), faire� n n+ 1 ;� � �� avec � > 1 ;� nk = n�1k � �dk.� k+1 = n�1k .� Si J(1k) > J(0k), faire� tant que J(1k) > J(0k), faire� � �� avec � < 1 ;� 1k = 0k � �dk.� k+1 = 1k.
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Nombre d'itérationsFig. IV.5 - E�cacité comparée, lors de la minimisation du critère J(�), des algorithmesdes méthodes de descente d'ordre 1 à pas adaptatif. En trait plein (�), évolution du critèreavec le gradient à pas adaptatif (GPA) ; en traints mixtes (��), évolution de Jobs avec legradient pseudo-conjugué (GPC). On remarque la nette supériorité du GPC, dès le débutde la minimisation. On observe aussi, avec le GPC, que la minimisation s'e�ectue parpaliers successifs de plus en plus prolongés au fur et à mesure des itérations. Ces deuxobservations con�rment l'existence de régions du critère pour lesquelles l'approximationhessienne garde un conditionnement relativement médiocre.
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114 CHAPITRE IV. RÉSOLUTION MAP DU PROBLÈME INVERSE DE TIÉRemarque IV.3 (Stratégie de minimisation de ligne).La stratégie de minimisation de ligne que nous présentons dans le récapitulatif IV.1 estrelativement grossière (cf. Fig. IV.4). On trouve dans la littérature (cf. [Press et coll. 1986]et [Lascaux et Theodor 1987] des méthodes de minimisation de ligne reposant sur desapproximations polynômiales (le plus souvent quadratiques ou cubiques) du critère le longde la direction descente. Toutefois, ces approximations ne fonctionnent guère e�cacementpour minimiser le présent critère, en particulier à cause de sa non convexité. Nous préféronsici une méthode de recherche un peu plus systématique dans la direction de descente, avec,dans le cas où le pas courant � s'avère trop petit au départ (cf. Fig. IV.4), une stratégied'allongement à la fois additive et multiplicative. En pratique, on observe que les directionspseudo-conjuguées proposées par l'algorithme sont très fréquemmment acceptées (plus de9 fois sur 10). Ceci atteste donc que la stratégie de minimisation de ligne obtenue réaliseun bon compromis simplicité/e�cacité.3.3 Résultats des simulations MAPNous présentons ici les résultats obtenus par simulation numérique. Les calculs ont étée�ectués sur une station de travail HP 9000, avec le logiciel Matlab 4.2Comme de nombreux auteurs (e.g., [Hua et coll. 1991]), nous initialisons notre algo-rithme de minimisation par un 0 uniforme (ici, nous prenons 0 = 0). On peut envisagerd'automatiser ce choix en commençant la minimisation avec 0 = 01, où 0 minimise lafonction j() = KXk=1 �vkobs � �PnA�1expf1g �PntD�{kobs22s2k :Le terme de régularisation disparaît puisque Japr(1) = 0. Ceci correspondrait à la valeurde conductivité moyenne uniforme la plus proche des données observées. Si on noteM := �Pn��1 �PntDoù, rappelons le, � = A�=1, alors un simple calcul de dérivée donne :0 = ln"� KXk=1 �{tobsM tM�{obss2k ��1� KXk=1 �{tobsM t�vobss2k �# :Une éventuelle valeur complexe de 0 révèlerait des observations très incohérentes, i.e.,un RSB beaucoup trop bas pour que les mesures soient utilisables en TIÉ.Nous présentons ici les résultats obtenus avec cinq termes d'a priori di�érents : lepremier est obtenu sans terme de régularisation (cf. Figs. IV.8.b et IV.9.b) ; le secondavec une régularisation Gauss-Markov sur � (cf. Figs. IV.8.c et IV.9.c), comme suggérédans [Hua et coll. 1991] ; le troisième avec un terme d'a priori Huber-Markov sur � (cf.Figs. IV.8.d et IV.9.d) ; le quatrième avec une régularisation Gauss-Markov sur  (cf.Figs. IV.8.e et IV.9.e) ; le cinquième avec un terme d'a priori Huber-Markov sur  (cf.Figs. IV.8.f et IV.9.f). Dans les deux cas où nous utilisons le terme d'a priori Huber-Markov, Nous avons choisi pour le seuil � une valeur très petite de façon à avoir une



3. Mise en ÷uvre du MAP 115régularisation quasi-L1. Comme nous l'avons mentionné dans le chapitre I � 3.5, pourtous les cas régularisés, nous choisissons l'hyperparamètre � �au jugé� de façon à obtenirqualitativement la meilleure estimation possible.A�n d'essayer de quanti�er la qualité des reconstructions , nous calculons la distanceL1 séparant la distribution de conductivité estimée ̂ de l'original . Cette norme passe ene�et pour avoir une assez bonne adéquation avec l'appréciation visuelle. Plus précisément,nous utilisons la mesure de distance suivante :�1(; ̂) = k � ̂k1kk1 (IV.10)où ; ̂ : 
 �! R sont respectivement les distributions caractérisées par les vecteurs  et ̂.L'introduction de cette mesure nous permet en particulier d'illustrer quantitativement cequ'on observe qualitativement en choisissant les hyperparamètres � au jugé� : la qualitédes estimées n'est réellement sensible à la variation des hyperparmètres que pour desvariations de l'ordre d'un facteur d'échelle (cf. Fig. IV.7). L'autre di�culté lors de la miseen ÷uvre algorithmique consiste à choisir le seuil de la norme du gradient correspondantau test d'arrêt. Il s'agit de trouver le seuil en-deçà duquel les améliorations fournies parune prolongation de la minimisation seront minimes. En pratique, ce seuil idéal dépenddes hyperparamètres de sorte que son choix est opéré de pair avec celui de �.
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a - Distribution de conductivité originale. b - Reconstruction sans régularisation.

c - Reconstruction Gauss-Markov sur �. d - Reconstruction Huber-Markov sur �.

e - Reconstruction Gauss-Markov sur . f - Reconstruction Huber-Markov sur .
0.45 0.91 1.87 3.82 7.82 16 32.72g - Échelle (logarithmique) de conductivité.Fig. IV.8 - Reconstructions MAP en TIÉ (RSB de 40 dB).
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a - Distribution de log-conductivité originale. b - Reconstruction sans régularisation.
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e - Reconstruction Gauss-Markov sur . f - Reconstruction Huber-Markov sur .Fig. IV.9 - Pro�l 3D des reconstructions MAP en TIÉ (RSB de 40 dB).



118 CHAPITRE IV. RÉSOLUTION MAP DU PROBLÈME INVERSE DE TIÉrégularisation � � �1(; ̂) temps d'exécutionaucune 0 1 1:06 4035 sGauss-Markov sur � 0:035 1 0:88 832 sHuber-Markov sur � 0:6 10�5 0:99 2546 sGauss-Markov sur  0:003 1 0:615 244 sHuber-Markov sur  0:7 10�5 0:53 1415 sTab. IV.1 - Comparaison des écarts �1(; ̂) entre la distribution originale  et la dis-tribution estimée ̂, pour di�érentes méthodes de régularisation. La paramétrisation en et l'utilisation d'une régularisation quasi-L1 permettent de diminuer cet écart de manièresigni�cative.Les résultats font clairement valoir l'apport de la régularisation en  puisque seulce type de régularisation permet de reconstruire des contrastes comparables à celui dela distribution originale. Le choix entre l'a priori gaussien et l'a priori quasi-L1 peutêtre envisagé comme un compromis entre la rapidité d'optimisation pour le premier et laqualité de reconstruction pour le second. On peut remarquer le temps de calcul très élevéde la méthode non régularisée. Ceci est dû à un choix, pour la condition d'arrêt, d'unseuil plus faible sur la norme du gradient. Au vu d'un certain nombre de simulations, onpeut faire les trois constatations suivantes :� Dans le cas de l'estimation non régularisée, on observe que, plus on diminue le seuildu test d'arrêt, plus la qualité de la reconstruction se dégrade (qualitée perçue aussi bienvisuellement qu'avec �1(; ̂)). La �gure IV.8.b est donc qualitativement meilleure que lareconstruction �MAP� exacte correspondante. En e�et, il est connu qu'une minimisationtrès peu précise dans le cas non régularisé possède des e�ets régularisants, pouvant laissercroire, si le seuil est mal choisi, que les propriétés du MAP non régularisé ne sont pas simauvaises dans ce cas ;� Dans le cas de l'estimation régularisée en �, on constate que la diminution du seuildu test d'arrêt �nit par engendrer une très lente dégradation de la qualité de reconstruc-tion. Cela peut s'interpréter comme une conséquence du caractère non nul sur leur borneinférieure (i.e., 0) des densités a priori Gauss-Markov et Huber-Markov sur �. Ainsi, sices densités a priori ne sont pas impropres, elles n'en demeurent pas moins inadaptéesà la régularisation pour une variable positive telle que �. On remarque en particulierl'incapacité à reconstruire les zones de conductivité de haut contraste (qui se traduit parun caractère excessivement �homogène� des deux régions conductrices) et une tendanceà sous régulariser pour les conductivités très faibles (voire à favoriser l'émergence de com-posantes de conductivité négatives). Ce dernier point explique en particulier la moinsbonne qualité de la reconstruction avec régularisation quasi-L1 vis-à-vis de la régularisa-tion gaussienne en �. Tout ceci justi�e qu'on quali�e ces méthodes de stabilisantes plutôtque régularisantes ;� Dans le cas de l'estimation régularisée en , il semble que la diminution du seuil



3. Mise en ÷uvre du MAP 119du test d'arrêt amène systématiquement une meilleure estimation (tout au moins lorsquel'hyperparamètre � est proche de l'optimal décrit Fig. IV.7). Les �gures IV.8.e et IV.8.fdemeurent donc qualitativement en-deçà de l'exacte estimation MAP correspondante.En�n, un avantage non négligeable des méthodes de régularisation en  réside égalementdans leur plus grande rapidité de convergence.
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a - Représentation 2D b - Pro�l 3DFig. IV.10 - Reconstruction Huber-Markov sur  (RSB de 60 dB). On obtient, pourl'écart à l'original, �1(; ̂) = 0:47.À titre de comparaison, nous présentons (cf. Fig. IV.10) les reconstructions Huber-Markov sur  obtenues avec un RSB de 60 dB. Comme l'atteste la valeur de l'écart àl'original (�1(; ̂) = 0:47), les résultats obtenus sont meilleurs qu'à 40 dB. Toutefois, cetteamélioration, obtenue pour un coût algorithmique 3 fois supérieur, n'est pas qualitative-ment très signi�cative. Ceci peut s'expliquer en partie parce qu'à 60 dB, on s'approchedes limites de précision du modèle direct (dont on a estimé l'erreur de discrétisation entre50 et 70 dB au chapitre III).Il semble en�n que le caractère multimodal du critère J() demeure assez peu prononcépuisqu'en pratique, on obtient des résultats qualitativement très proches en faisant varierl'initialisation 0.



120 CHAPITRE IV. RÉSOLUTION MAP DU PROBLÈME INVERSE DE TIÉ4 ConclusionNous proposons ici une méthode d'estimation de type MAP en TIÉ, qui préservela non linéarité de la dépendance des observations vis-à-vis de la conductivité grâce àl'utilisation de la MÉF. Pour cela, nous introduisons une densité a priori de type Huber-Markov, non plus sur la conductivité mais la log-conductivité. Sur le plan algorithmique,la détermination du MAP est opérée avec une méthode du type gradient conjugué, conçuede façon à pouvoir optimiser, avec un coût de calcul réduit, un critère pouvant conserverlocalement des approximation hessiennnes dont les conditionnements demeurent élevées.Cette méthode, qui a été mise en ÷uvre sur des jeux d'observations simulés avec unmaillage �haute résolution�, fournit des estimées sur un maillage de résolution intermé-diaire. Les résultats obtenus attestent des améliorations à plusieurs niveaux :� La méthode permet de reconstruire des distributions de conductivité fort contras-tées (dans notre exemple, le contraste vaut 20) ;� La méthode s'avère robuste pour un RSB de 40 dB, ce qui constitue un gain deplus de 25 dB par rapport à la méthode non linéaire de [Hua et coll. 1991]. De plus, laqualité de reconstruction est très peu sensible au point d'initialisation de l'algorithme ;� Le temps de calcul de la méthode est réduit, surtout lorsqu'on utilise une loi apriori Gauss-Markov ;� L'utilisation de la loi a priori Huber-Markov permet de préserver le caractèreéventuellement discontinu de la distribution de conductivité à estimer.5 Annexe : calcul du gradient du critère MAPNous présentons ici le calcul du gradient du critère (IV.5), dont nous rappelons l'ex-pression : J() = KXk=1 �vkobs � �PnA�1exp �PntD�{kobs22s2k + �2 PXp=1 Xq2v(p) ��(p � q);où  = g(�) = ln�. PosonsJkobs = �vkobs � �PnA�1exp �PntD�{kobs22s2k :Alors gradJkobs = Jg�1()grad�Jkobs;où Jg�1(), le jacobien de g�1, s'écrit :Jg�1 = Diag(exp ) = Diag(�);



5. Annexe : calcul du gradient du critère MAP 121expression dans laquelle Diag(u) désigne la matrice diagonale contenant les éléments deu sur la diagonale. On a donc,@Jkobs@�p = 22s2k h @@�p (�vkobs � �PnA�1� �PntD�{kobs)it(�vkobs � �PnA�1� �PntD�{kobs)= � 1s2k h �Pn @A�1�@�p �PntD�{kobsit(�vkobs � �PnA�1� �PntD�{kobs):Or, pour l'inverse d'une matrice, on a la règle de dérivation suivante :@M�1@t = �M�1@M@t M�1:Sachant d'autre part que @A�@�p = Qt@[��]4@�p Q =: �pest une matrice qui ne dépend pas de � (elle ne dépend que de la structure géométriquedu maillage contenue dans Q) d'une part et qui est très creuse (en particulier, elle estaisément stockable) d'autre part, on obtient@Jkobs@�p = 1s2k ( �PnA�1� �pA�1� �PntD�{kobs)t(�vkobs � �PnA�1� �PntD�{kobs):Par ailleurs, on a pour le terme de régularisation :@Jkapr@p = �2 PXl=1 Xq2v(l) @@p�� (l � q);= �2 Xq2v(p) �0�(p � q)� �2 Xl2v(p) �0� (l � p)= � Xq2v(p) �0�(p � q) car �0� est impaire.L'expression composante par composante du gradient de J() est donc la suivante :@J@p = KXk=1 eps2k ( �PnA�1exp�pA�1exp  �PntD�{kobs)t(�vkobs � �PnA�1� �PntD�{kobs)+ � Xq2v(p)�0� (p � q): (IV.11)
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Chapitre V
ÉCHANTILLONNAGE STOCHASTIQUE ETBILINÉARITÉ

1 IntroductionCe chapitre présente une étude plus prospective en vue de proposer un algo-rithme d'échantillonnage stochastique de type MCMC pour l'estimation de la log-conductivité en TIÉ. Trois raisons principales motivent cette étude :� Partant d'abord du caractère non linéaire du modèle direct choisi, on remarque lanature spéci�que de cette non linéarité : moyennant quelques manipulations à partir del'éq. (III.40), le modèle direct peut être vu comme une équation bilinéaire sous contraintebilinéaire. Il semble donc intéressant de pouvoir exploiter cette propriété pour construireune méthode d'estimation spéci�que ;� Ensuite, pour des problèmes inverses bilinéaires tels que la déconvolution myope (oùnon seulement l'entrée mais aussi l'opérateur de convolution est inconnu), des méthodesd'estimation bayésiennes (à base d'échantillonneurs de Gibbs) peuvent être mises en ÷uvrede façon particulièrement simple ;� En�n, en raison du coût de calcul élevé requis lors de la modélisation de pro-blèmes inverses non linéaires, les méthodes d'échantillonnage stochastiques ont été trèspeu utilisées pour les résoudre. Pour le problème d'imagerie à ondes di�ractées, unemise en ÷uvre du recuit simulé a été e�ectuée par [Garnero et coll. 1991]. En TIÉ, dans[Fox et Nicholls 1997], les auteurs utilisent un échantillonneur de Métropolis pour recons-truire une carte binaire de conductivité. Toutefois, la non linéarité aboutit à ce que levoisinage a posteriori d'un pixel à échantillonner s'étend à l'ensemble des sites si bienqu'en pratique, ces méthodes sont rendues inutilisables à cause de leur coût de calculprohibitif. La méthode que nous essayons de construire ici est destinée à être implantéesous la forme d'un algorithme � rapide � car, en conjuguant le caractère extrêmementcreux de la matrice de rigiditéA� du problème et la bilinéarité du modèle, elle permet deconstruire, sans approximation, une méthode d'échantillonnage à voisinage a posterioritrès réduit.Dans un premier temps, nous présentons donc ce cadre de méthodes d'échantillonnagespour des problèmes bilinéaires. Ensuite, nous essayons d'appliquer ces propriétés au pro-blème inverse de TIÉ en introduisant le caractère contraint du modèle direct bilinéairedans la construction d'un algorithme MCMC spéci�que. Tout au long du chapitre, nous123



124 CHAPITRE V. ÉCHANTILLONNAGE STOCHASTIQUE ET BILINÉARITÉnous appuyons sur un exemple simple à deux variables pour illustrer les di�cultés et lecomportement attendu de la méthode.2 Résolution bayésienne de problèmes inverses bili-néairesConsidérons le problème décrit par le modèle de convolution suivant :yobs = h � x+ b; (V.1)où yobs désigne les observations, x est l'objet recherché, h désigne l'ondelette convoluanteet b représente l'incertitude du modèle. La détermination de l'objet x lorsque h est connuecorrespond à la résolution d'un problème inverse dont le modèle direct est linéaire (il existede nombreuses méthodes désormais �classiques� pour les résoudre). En revanche, lorsquel'ondelette h est inconnue ou mal connue, la détermination conjointe de l'objet et del'ondelette est un problème inverse bilinéaire. Pour la résolution de ce type de problème,l'utilisation de lois a priori est absolument essentielle pour lever des indéterminationstelles que le signe de h et x, leur puissance, voire leur phase.Les études sur ce type de problème sont encore peu nombreuses. Mentionnons les tra-vaux de [Gautier et coll. 1997] pour la déconvolution aveugle d'échogrammes ultrasonores.Les auteurs introduisent une loi a priori séparable gaussienne généralisée pour retrouver lecaractère impulsionnel de l'objet x (une séquence de ré�ectivité) et une loi Gauss-Markovpour favoriser la douceur sur l'ondelette h. L'estimateur MAP revient alors à minimiserun critère de la forme suivante :J(x;h) = 12�kyobs � h � xk2 + �Xi jxijp + �htQh�; p > 1:On remarque alors que le critère est convexe en x à h �xé et réciproquement. Les auteursexploitent donc cette biconvexité du critère pour le minimiser alternativement en x et enh. Néanmoins, le critère n'étant pas convexe, cette méthode de minimisation est sous-optimale dans le sens où elle ne garantit la convergence que vers un minimum local ouun point selle du critère. En e�et, en tant que méthodes d'optimisation déterministes (cf.chapitre I � 3.2.2), les méthodes de minimisation alternées ne possèdent pas de propriétésde convergence globale.Cette di�culté disparaît avec l'utilisation des algorithmes d'échantillonnage stochas-tiques (MCMC). L'échantillonneur de Gibbs, que nous présentons maintenant, va nouspermettre en particulier de continuer à manipuler x et h de manière alternée.



2. Résolution bayésienne de problèmes inverses bilinéaires 1252.1 L'échantillonneur de Gibbs (EG)Considérons pour cela une loi à échantillonner, caractérisée par sa densité de probabi-lité p(x) = fX (x) sur �. La plupart des descriptions de la littérature sont e�ectuées dans lecas où � contient un nombre �ni d'états discrets [Geman et Geman 1984], [Winkler 1995].Nous donnons ici une présentation du résultat �étendue� à un espace � continu. Toute-fois, si les noyaux de transition que nous présentons ici sous la forme de densités s'avèrentponctuellement in�nies, il est préférable d'introduire l'échantillonneur de Gibbs à partirde distributions (cf. [Chib et Greenberg 1994]).En conservant les notations introduites au chapitre I � 3.4.2, nous notons � :=fs1; : : : ; sNxg l'ensemble des sites (ou pixels) à échantillonner. L'EG consiste à e�ectuerdes tirages successifs selon des probabilités conditionnelles qui sont à supports réduits parrapport à � et que l'on sait échantillonner alors que l'on ne sait pas faire un tirage globalde la loi f . L'idée sous-jacente consiste à construire une chaîne de Markov dont l'étatstationnaire est la loi à échantillonner. Pour cela, on a besoin d'une stratégie de balayagedes sites.Dé�nition V.1 (Stratégie de balayage).On appelle stratégie de balayage S = f�1; ::;�Mg toute énumération de supports �mtels que l'ensemble des supports décrits contienne tous les sites : � = [Mm=1�m.En particulier, il n'est pas nécessaire que le recouvrement dé�ni à partir de la réuniondes supports soit une partition de l'ensemble des sites. Le tirage sur chaque support �mva alors être e�ectué selon un noyau de transition local.Dé�nition V.2 (Noyau de transition local).Le noyau de transition local de x à y, noté �m(x;y), est la densité en y dé�nie par :�m(x;y) := 8<: p�y�m jy�n�m� si y�n�m = x�n�m0 sinon. (V.2)Le noyau de transition local est donc la densité de probabilité de transition de l'étatx à l'état y, dé�nie à partir de la caractéristique locale p�y�m jy�n�m�. Il n'autorise doncque des changements sur le support local �m. Dès lors, si le changement de x à z nécessitel'utilisation de deux supports m et n, un noyau de transition de x à z peut s'écrire commeune composition des deux noyaux�(x; z) = Z� �m(x;y)�n(y; z)dy;ce qui correspond à deux tirages successifs à partir des caractéristiques locales associéesà �m et �n : un tirage �m(x;y) suivi d'un tirage �n(y; z). Nous pouvons alors donner ladé�nition suivante.



126 CHAPITRE V. ÉCHANTILLONNAGE STOCHASTIQUE ET BILINÉARITÉDé�nition V.3 (Noyau de Markov [Winkler 1995]).Le noyau de Markov pour la densité fX (x), noté �S, est le noyau de transition (global)dé�ni à partir de la stratégie de balayage S :�S(x; z) = Z �1(x;y1)::: Z �M�1(yM�2;yM�1)�M(yM�1; z)dyM�1:::dy1; (V.3)où les �m sont les noyaux de transitions locaux dé�nis à partir des caractéristiques localesde fX (x).La mise à jour de tous les sites selon le noyau de Markov �S est appelée balayage.Ensuite, pour que l'algorithme converge, il su�t comme l'indique le théorème suivant (cf.[Geman et Geman 1984], [Winkler 1995]), d'itérer les balayages.Théorème V.1 (Convergence de l'échantillonneur de Gibbs).Posons : �nS(x; z) = Z� �n�1S (x;y)�S(y; z)dy; (V.4)où �S est un noyau de Markov pour la densité fX (x) dé�ni à partir de la stratégie debalayage S. Alors, pour tout x 2 �, on a :limn!1Z� gY(y)�nS(y;x)dy = fX (x): (V.5)uniformément pour toute densité de probabilité initiale gY(y).Dans le cas qui nous intéresse (éq. (V.1)), le vecteur à échantillonner est la concaté-nation des vecteurs x et h. En particulier, si la loi (a posteriori) à échantillonner s'écritp(x;h jyobs ; �) / exp�J(x;h)avec J(x;h) = 12�kyobs � h � xk2 + �xtRx+ �htQh�:Alors, avec la règle de Bayes, on obtientp(x;h jyobs ; �) = p(x jh;yobs ; �)p(h jyobs ; �)= p(h jx;yobs ; �)p(x jyobs ; �);d'où il apparaît que les densités conditionnelles p(x jh;yobs ; �) et p(h jx;yobs ; �) sonttoutes les deux gaussiennes (on sait donc les échantillonner directement). La stratégiede balayage à deux supports S = f�x;�hg est donc parfaitement envisageable pouréchantillonner la loi p(x;h jyobs ; �) avec l'EG. Toutefois, d'autres stratégies de balayagespeuvent être utilisées, telles que des stratégies de visite site par site. En e�et, si l'on notex�p le vecteur contenant tous les xi excepté le p-ième, il apparaît que la caractéristique lo-cale p(xp jx�p;h;yobs ; �) est également gaussienne de même que p(hq jh�q;x;yobs ; �). Enparticulier, l'ordre de balayage des sites n'intervient pas dans la démonstration de conver-gence de l'EG. On peut donc alterner des tirages en xp et en hq ou encore ([Winkler 1995])choisir une stratégie de balayage aléatoire. Tout au plus, le choix d'une stratégie de ba-layage in�ue sur la vitesse de convergence de l'algorithme.



2. Résolution bayésienne de problèmes inverses bilinéaires 1272.2 Illustration par un exemple à deux variablesPour illustrer le comportement de l'EG, nous prenons un exemple simple bidimension-nel dans lequel la densité f(X ;H)(x; h) est dé�nie parf(X ;H)(x; h) = 1Z exp�J(x; h) (V.6)où le critère J(x; h) s'écritJ(x; h) = 12 �(yobs � hx)2s2 + x2s2x + h2s2h� ; (V.7)que nous particularisons avec les valeurs suivantes : s = 50, sx = 10, sy = 10 et yobs = 100.Le problème possède donc une symétrie impaire par rapport aux axes (Ox) et (Oy) (cf.Fig. V.1). Cette symétrie correspond à une indétermination du signe sur x et h, que niles observations ni les termes de régularisation choisis ici ne contribuent à lever.
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xFig. V.1 - Allure du critère J(x; h) correspondant à la distribution bivariée à échantillon-ner. Lors des tirages successifs � marqués ici par des (+) � e�ectués avec l'échantillonneurde Gibbs, le déplacement s'e�ectue en alternance, soit horizontalement (tirage des x), soitverticalement (tirage des h). En e�et, chaque coupe horizontale ou verticale du graphiquecorrespond à un critère quadratique, i.e., une distribution (conditionnelle) gaussienne.(Les lignes de niveaux représentées ici ne sont pas linéairement espacées.)La distribution f(X ;H)(x; h) se révèle bimodale (cf. Fig V.1). Pour trouver les formulescorrespondant au tirage en x, il su�t d'écrire f(X ;H)(x; h) = f(X jH)(x j h)fH(h) et d'iden-ti�er la gaussienne correspondant à f(X jH)(x j h), ce qui donnemx = � 1s2x + h2s2 ��1�yobshs2 � (V.8)



128 CHAPITRE V. ÉCHANTILLONNAGE STOCHASTIQUE ET BILINÉARITÉ
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xFig. V.2 - Nuage de points échantillonnés après L = 1300 balayages par EG (seul ledernier point de chaque balayage est a�ché). On observe que le nuage se densi�e autourdes deux modes.pour la moyenne du tirage de x et �2x = � 1s2x + h2s2 ��1 (V.9)pour sa variance. Le problème étant symétrique en x et h, il su�t d'intervertir ces deuxvariables pour obtenir la moyenne et la variance de h. L'échantillonnage de Gibbs est alorsobtenu en alternant les tirages de x à h �xé et réciproquement. On observe que sa miseen ÷uvre respecte le caractère bimodal de la distribution f(X ;H)(x; h), (cf. Fig. V.2). Uneestimation de la moyenne a posteriori (MP) E[X ;H jY = yobs] , opérée �rapidement� enmoyennant toutes les réalisations xl et hl aboutit ici à au couple (0; 0), qui ne représentepas du tout l'objet recherché. En fait, étant donné l'indétermination sur les signes de xet h, il faut ramener tout à un quadrant et calculer :jxjMP = 1L� L0 LXl=L0 jxljet jhjMP = 1L� L0 LXl=L0 jhljqui sont les estimateurs pertinents des espérances E[jX j��Y = yobs] et E[jHj��Y = yobs] etoù l'entier L0 < L signi�e que l'on attend que la chaîne de Markov ait atteint un étatstationnaire avant de comptabiliser les échantillons dans l'estimation.Dans [Cheng et coll. 1996], les auteurs utilisent ainsi un échantillonneur de Gibbs endéconvolution aveugle (avec un modèle gaussien sur l'ondelette et un modèle bernoulli-gaussien sur la ré�ectivité). En outre, ils étendent le principe d'alternance entre x et h à



3. Échantillonnage bilinéaire sous contrainte 129l'estimation de la variance des observations s2 de loi conditionnelle ��2, ce qui aboutit àune méthode d'estimation bayésienne �totale� dans le sens où les hyperparamètres eux-mêmes sont estimés dans la méthode. En fait, les méthodes stochastiques alternées sontparticulièrement intéressantes pour des problèmes multilinéaires ou, de manière générale,pour des problèmes dont la densité a posteriori fait apparaître des densités conditionnelleséchantillonnables de manière simple.3 Échantillonnage bilinéaire sous contrainteDans ce paragraphe, nous essayons de voir comment les méthodes d'échantillonnagebilinéaire peuvent s'étendre lorsqu'une contrainte d'égalité, elle-même bilinéaire, s'ajouteau problème. Pour cela, nous commençons par montrer que le problème de TIÉ peuts'écrire sous une forme bilinéaire contrainte.3.1 Problème de TIÉ vu sous forme bilinéaire contrainteLe caractère bilinéaire contraint que nous établissons ici n'est pas une spéci�cité dela TIÉ. Ainsi, en tomographie de di�raction, le problème revêt exactement la même pro-priété, qui se présente sous une formulation jointe du problème ([Carfantan 1996]). Dansla remarque II.2, nous soulignons l'aspect bilinéaire de l'application(�; ~E) 7! ~| = � ~E:Il est immédiat de voir que le caractère contraint intervient à partir du moment où ~| et~E sont �xés, ce qui est le cas, pour le problème inverse, le long de la frontière 
.Pour construire le modèle bilinéaire des observations, nous partons de l'équation(III.37), prise avec vref = 0 : A�v = �PntD�{: (V.10)Le modèle direct (restreint) de l'équation (III.40) est établi en résolvant ce système linéaire(et en ne retenant que les �N composantes frontalières de v). Pour simpli�er l'écriture,posons j := �PntD�{: (V.11)Puisque A� est une matrice dépendant linéairement de �, l'équationA�v = j (V.12)est bilinéaire en (�; v). Par conséquent, il existe une matrice Mv, de taille N � P , telleque cette équation s'écrit Mv� = j: (V.13)



130 CHAPITRE V. ÉCHANTILLONNAGE STOCHASTIQUE ET BILINÉARITÉNous montrons en annexe (cf. � 6.1) qu'il existe un tableau � de taille P � N � N ,extrêmement creux et dépendant des seules caractéristiques géométriques du maillage 
h,tel que (Mv)np = NXi=1 �(p; n; i)vi: (V.14)Pour construire une méthode d'estimation tirant parti de la bilinéarité, il est tentantde proposer l'équation d'observation suivante :Mv� = A�v = jobs + b;où b représente l'incertitude, que l'on peut modéliser par une loi gaussienne comme pourle modèle d'observation utilisé pour le MAP par l'équation (IV.2). En e�et, l'idée sous-jacente consiste à mettre en ÷uvre un EG dans lequel on alternerait des tirages selon lesdeux lois conditionnelles p(� j v) et p(v j�), toutes deux gaussiennes.Malheureusement, une telle proposition omet de prendre en compte le fait qu'unepartie du vecteur de tension est observée (donc �xée), ce qui va induire une contraintelors de l'inversion. En outre, le vecteur j, de longueur N , ne possède pas uniquement descomposantes observées (à une transformation par D près), ce qui va induire une secondecontrainte. Essayons de donner une écriture plus détaillée de cette double contrainte enposant (quitte à réordonner les colonnes de A�) :v := h �v�v i : (V.15)De même, (quitte à réordonner les lignes de A�), on peut poserj := h �|�| i = h �|0 i ; (V.16)puisque la matrice �Pn est un opérateur de projection sur la frontière, (on a donc enparticulier �| = D�{) si bien que l'équation (V.10) s'écrit :A� h �v�v i = h �|0 i (V.17)soit encore �A11� A12�A21� A22� � h �v�v i = h �|0 i ; (V.18)en partionnant la matrice de rigidité A�. Remarquons que, puisque A� est régulière,les matrices carrées A11� et A22� le sont aussi. De plus, comme A� est symétrique, on a(A12� )t = A21� . De même, on peut partitionner la matrice Mv de façon à écrire :hM 1vM 2v i� = h �|0 i : (V.19)oùM 1v est de taille �N �P etM 2v est de taille (N � �N )�P . Puisque �v est une grandeurobservée, l'inconnue du problème se limite au couple (�; �v). Nous aboutissons donc au



3. Échantillonnage bilinéaire sous contrainte 131modèle joint d'observations qui suit, pour K jeux d'observations :M 1vk � = �|kobs + �bk; k = 1; ::; Ks.c. M 2vk � = 0et s.c. �vk = �vkobs; (V.20)qui s'exprime aussi sous la formeA11� �vkobs +A12� �vk = �|kobs + �bk; k = 1; ::; Ks.c. A21� �vkobs +A22� �vk = 0: (V.21)On remarque que la contrainteA21� �vkobs+A22� �vk = 0, qui correspond à l'équationM 2vk � =0, est elle-même bilinéaire en (�; �v). En�n, notons qu'il faut ajouter à ces expressions lacontrainte d'espace � > 0, où le signe > désigne ici une comparaison valable composantepar composante. À partir de là, une première solution va consister à � accepter � lacontrainte et à éliminer �v : on revient alors au modèle direct (III.40) utilisé au chapitreprécédent, sans possibilité d'utiliser la bilinéarité. Une seconde approche, destinée à utilisercette dernière, consiste au contraire à relaxer la contrainte. Pour voir en quoi cela consiste,nous reprenons l'exemple à deux variables étudié précédemment.3.2 Exemple bivarié de relaxation d'une contrainte bilinéaireLe modèle d'observation aboutissant au critère (V.7) s'écrit :yobs = hx+ b1; b1 � N (0; s2): (V.22)Nous lui ajoutons ici une contrainte bilinéaire du typez = (h� h0)(x� x0): (V.23)La relaxation de cette contrainte consiste à introduire (momentanément) une variablealéatoire b2 tel que z = (h� h0)(x� x0) + b2 b2 � N (0; T s2); (V.24)où la température T désigne en quelque sorte le �degré de liberté� avec lequel on relaxe lacontrainte. On obtient alors un modèle d'observations, reposant sur les équations (V.22)et (V.24), qui est totalement bilinéaire. Par conséquent, le critère correspondant à lanouvelle loi s'écrit :JT (x; h) = 12 � [yobs � hx]2s2 + [z � (h� h0)(x� x0)]2Ts2 + x2s2x + h2s2h� ; (V.25)loi que l'on peut échantillonner aisément avec l'EG. En opérant de même que dansl'exemple non contraint, on obtient :mx = � 1s2x + h2s2 + (h� h0)2Ts2 ��1�yobshs2 + (h� h0)(z + x0(h� h0))Ts2 � (V.26)



132 CHAPITRE V. ÉCHANTILLONNAGE STOCHASTIQUE ET BILINÉARITÉpour la moyenne du tirage de x et�2x = � 1s2x + h2s2 + (h� h0)2Ts2 ��1 (V.27)pour sa variance (de nouveau pour le tirage de h, il su�t d'intervertir x et h).
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a bFig. V.3 - Nuage de points échantillonnés après L = 500 balayages par EG, avec unecontrainte bilinéaire (tracée en trait mixte ��) pour T = 0;1. Les courbes de niveauxreprésentées sur la �gure a sont les mêmes qu'au � 2.2 et ne prennent donc pas en comptele terme de relaxation [z � (h� h0)(x� x0)]2=(Ts2). Le critère complet JT (x; h), avec lemême nuage, est représenté sur la �gure b.Nous reprenons dans cet exemples les même valeurs de paramètres que précédemment,en ajoutant z = 20, x0 = �10 et h0 = 1. Le choix de la température est essentiellementun compromis entre la �délité à la contrainte (T ! 0) et la capacité à parcourir celle-ci enun nombre restreint de balayage (T !1). Dans notre exemple, avec une valeur T = 0;1,on obtient un assez bon compromis apparent (cf. Fig. V.3). Avec T = 0;01, on obtientune relaxation trop faible (cf. Fig. V.4 a) tandis que pour T = 1, celle-ci commence à êtretrop élevée (cf.. Fig. V.4 b).Par ailleurs, on observe le caractère désormais asymétrique du critère contraint. L'in-terprétation de cette asymétrie, ainsi qu'une éventuelle levée du caractère ambigu qu'elleoccasionne, dépend de l'interprétation propre au problème considéré. Ainsi, en TIÉ oùl'on dispose d'une contrainte d'espace � > 0, l'ensemble des tirages �p 6 0 sont rejetés.Toutefois, un moyennage des tirages obtenus ne correspond pas à la moyenne e�ective-ment recherchée puisque les points échantillonnés ne se situent pas rigoureusement sur lacontrainte. Une correction est envisageable avec l'échantillonnage pondéré.
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a - T = 0;01. b - T = 1.Fig. V.4 - Nuage de 500 points échantillonnés avec une température a: T = 0;01 et b:T = 1. On observe en a grande �délité à la contrainte, mais le pas de déplacement est troppetit pour permette facilement le passage d'un mode à l'autre pour un nombre restreint debalayage. En revanche, en b, la température est trop élevée pour représenter la contrainteavec �délité.3.3 Principe de l'échantillonnage pondéréL'échantillonnage pondéré, encore appelé méthode de Monte Carlo de fonction d'im-portance (de l'anglais � importance sampling�), est utilisé pour estimer l'espérance d'unefonction g(x) sous une loi de densité p(x) = fX (x) que l'on ne sait pas échantillonnerdirectement. L'idée sous jacente, mentionnée dans [Robert 1992], consiste à exploiter lefait qu'il est souvent plus aisé de calculer une densité que de l'échantillonner. Supposonsque nous sachions échantillonner selon une loi �(x) (appelée fonction d'importance), alorsl'espérance de g(x) s'écrit Ep[g(X )] = Z� g(x)p(x)dx= Z� g(x)p(x)�(x)�(x)dx= Z� g(x)p(x)�(x)�(x)dxZ� p(x)�(x)�(x)dx= E�hg(X )p(X )�(X )iE�hp(X )�(X )i :



134 CHAPITRE V. ÉCHANTILLONNAGE STOCHASTIQUE ET BILINÉARITÉPar conséquent, si fx1; ::;xLg est une suite de points échantillonnés selon � (e.g., parEG), on peut estimer l'espérance de g sous la loi p par
gMP = LXl=L0 !(xl)g(xl)LXl=L0 !(xl) (V.28)

où !(xl), coe�cient de pondération (cf. Fig. V.7), est dé�ni à partir de!(x) := p(x)�(x) : (V.29)La vitesse de la convergence de cette méthode est étroitement liée au choix de la fonction �- plus � est proche de p, plus rapide est la convergence de la moyenne. On remarquera parailleurs que la connaissance des constantes de normalisation des lois p et � n'est pas né-cessaire puisque leur rapport, qui apparaît aussi bien au numérateur qu'au dénominateurde l'équation (V.28), se simpli�e.3.4 Résultats de l'échantillonnage pondéré pour l'exemple biva-riéNous pouvons appliquer cette règle à l'exemple précédent. Nous disposons d'une den-sité bilinéaire échantillonnable fT(X ;H)(x; h) = exp [�JT (x; h)]=ZT . Par ailleurs, nous cher-chons à estimer la moyenne de la loi f(X ;H)(x; h), prise sur la contrainte h = z=(x� x0)+h0(cf. éq. (V.23)), loi que l'on renommep(x) = f(X ;H)(x; z(x� x0) + h0) = 1Zp exp�Jp(x); (V.30)avec Jp(x) = 12 � [yobs � x(z=(x� x0) + h0)]2s2 + x2s2x + (z=(x� x0) + h0)2s2h � : (V.31)On remarque (cf. Fig. V.5) le caractère bimodal de cette densité, qui s'annule pour x = x0.Or, nous disposons de couples (xl; hl) obtenus par échantillonnage de fT(X ;H)(x; h). Parconséquent, si nous ne retenons que les xl, ceux-ci correspondent à un échantillonnagesous la densité marginale en x :fTX (x) = Z fT(X ;H)(x; h)dh: (V.32)Nous pouvons obtenir une expression explicite de cette densité (toujours à une constantede normalisation près). En e�et, fT(X ;H)(x; h) = fT(H jX )(h j x)fTX (x) avec une densité condi-tionnelle fT(HjX )(h j x) gaussienne, donc aisément identi�able. Nous nous contentons ici de
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= LXl=L0 xlZTZpp2��T (xl)2 expf�Jp(xl) + IT (xl)gLXl=L0 ZTZpp2��T (xl)2 expf�Jp(xl) + IT (xl)g ; (V.38)ce qui donne, compte tenu de la simpli�cation des constantes de normalisation,

xMPL = LXl=L0 xlp2��T (xl)2 expf�Jp(xl) + IT (xl)gLXl=L0p2��T (xl)2 expf�Jp(xl) + IT (xl)g : (V.39)
Remarque V.1 (Limite de la densité fTX (x) lorsque T ! 0).On pourrait s'attendre à ce que la densité marginalef 0X (x) = limT!0 fTX (x)tende vers la loi contrainte p(x), puisqu'alors �toute la masse de probabilité� se concentrevers la contrainte. En fait, il n'en est rien. Un calcul faisant appel à un développementlimité permet en e�et d'établir que cette densité, si elle existe, s'écritf 0X (x) = " limT!0 pTZT # sp2� exp�Jp(x)jx� x0j ; (V.40)qui se distingue de p(x) par le dénominateur en jx� x0j. Par ailleurs, on peut voir qu'iln'existe pas une seule manière de relaxer la contrainte. Par exemple, à la place du terme[z � (h� h0)(x� x0)]=Ts2, on aurait pu choisir [z=(x� x0)� (h� h0)]=Ts2 qui, s'il n'estpas bilinéaire, va néanmoins engendrer une accumulation de densité autour de la contraintelorsque T ! 0.L'étude des résultats obtenus par simulation fait clairement apparaître l'e�cacité del'échantillonnage pondéré. La �gure V.8 montre la convergence de la moyenne pondéréevers l'espérance de la loi p(x) (il s'agit ici de l'espérance globale mais on peut tout aussibien, à partir des échantillons tirés, estimer les espérances correspondant à chacun desmodes de p(x)).Cette constatation e�ectuée sur une trajectoire de 2000 balayages est con�rmée parune étude statististique sur un grand nombre de trajectoires (M = 200). (cf. Fig. V.9).Nous calculons pour cela les moyennes empiriques instantanées (i.e., au stade du l-ièmeéchantillon) des moyennes estimées�xlM := 1M MXm=1 xMPlm



138 CHAPITRE V. ÉCHANTILLONNAGE STOCHASTIQUE ET BILINÉARITÉoù xMPlm désigne l'estimation courante de la moyenne xMPl , pour la m-ième trajectoire,sur l � L0 points (l = L0; ::; L). Nous calculons également les écarts-types empiriquesinstantanés des moyennes estimées qui sont dé�nis par
�xlM = vuut MXm=1(xMPlm � �xlM)2pM � 1 : (V.41)
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140 CHAPITRE V. ÉCHANTILLONNAGE STOCHASTIQUE ET BILINÉARITÉOn observe (cf. Fig. V.10 a) que l'erreur quadratique augmente fortement pour T ! 0alors qu'elle semble se stabiliser vers une valeur �nie pour T !1. Il semblerait donc qu'endehors de la zone �optimale� située autour de T = 1, l'utilisateur puisse aussi envisagerd'utiliser une relaxation complète de la contrainte (i.e., JT (x; h) = J1(x; h) = J(x; h))avec une certaine e�cacité car alors le terme de relaxation [z � (h� h0)(x� x0)]=Ts2disparaît du critère, ce qui allège d'autant les calculs.4 Estimation MP-EGP en TIÉDans le paragraphe précédent, nous établissons comment le problème inverse de TIÉpeut s'écrire sous une forme bilinéaire contrainte et comment cette di�culté, occasion-née par la contrainte en vue de l'estimation de la MP, peut être surmontée grâce à unéchantillonnage de Gibbs pondéré (MP-EGP). Dans ce paragraphe, nous tirons parti ducaractère bilinéaire contraint des équations (V.20) et (V.21) pour construire une méthoded'estimation MP-EGP en TIÉ.La démarche que nous suivons ici est similaire à celle de l'exemple bivarié : le couple(x; h) est remplacé par le couple (�; �v). Toutefois, deux di�érences majeures apparaissent.D'abord, la contrainte d'espace � > 0 et le choix de loi a priori que nous opérons abou-tissent à un échantillonnage de la variable  = ln� (donc substituée à �) selon une loi quin'est pas gaussienne. Ensuite, la mise en ÷uvre de l'EG pour déterminer la MP nécessitede déterminer une stratégie de balayage spéci�que pour visiter tous les sites du couple(; �v).La complexité des notations employées dans ce paragraphe peut apparaître quelquepeu rébarbative. Toutefois, cette complexité re�ète la prise en compte d'un grand nombrede spéci�cités propres à la TIÉ pour mettre en ÷uvre la méthode MP-EGP. Sans cetteprise en compte, une méthode d'estimation stochastique en TIÉ est inenvisageable à caused'un coût calcul rédhibitoire. On remarquera en revanche le caractère élémentaire desétapes de l'algorithme : résolution d'équation linéaire à une inconnue et tests d'inégalités(pour le tirage des p), mettant en avant le caractère �nalement � réalisable � de laméthode proposée.4.1 Choix et écriture des densitésA�n d'e�ectuer l'échantillonnage pondéré, nous avons besoin d'écrire 3 densités : ladensité de la loi relaxée (e�ectivement échantillonnée avec l'EG), la densité marginale decette loi (re�étant l'échantillonnage sur ) et la densité respectant la contrainte (dont oncherche la MP). Pour cela, nous partons des équations d'observations (V.20) ou (V.21).En relaxant la contrainte avec une température T , le modèle modi�é se présente sous laforme A11� �vkobs +A12� �vk = �|kobs + �bk; k = 1; ::; K (V.44a)et A21� �vkobs +A22� �vk = �bk: (V.44b)



4. Estimation MP-EGP en TIÉ 141où �bk � N (0; s2k) et �bk � N (0; T s2k). Le terme de �délité aux observations du critèrecorrespondant à la densité de la loi relaxée s'écrit doncUTobs(�; �v) = 12 264 KXk=1 A11� �vkobs +A12� �vk � �|kobs2s2k + A21� �vkobs +A22� �vk2Ts2k 375(V.45)avec �v = �( �v1)t; ::; ( �vK)t�t; (V.46)tandis que le terme correspondant, pour la loi respectant la contrainte, vautUobs(�) = 12 " KXk=1 [A11� �A12� (A22� )�1A21� ]�vkobs � �|kobs2s2k # (V.47)(pour l'obtenir, il su�t d'éliminer les �vk en introduisant leurs valeurs obtenues à partirde la contrainte qui se scinde ici en K contraintes).Dans le paragraphe � 3, nous étudions un exemple dans lequel l'échantillonnage estgaussien pour les deux types de variables x et h. En fait, ceci n'est nullement nécessaireau bon fonctionnement de la méthode. Il su�t simplement que l'une des deux gran-deurs (celle que l'on va éliminer) soit gaussienne et que l'on sache échantillonner la loiconditionnelle de l'autre grandeur. Ceci nous permet d'introduire une loi a priori nongaussienne sur � de façon à respecter la contrainte d'ensemble � > 0. Dans le chapitreIV, nous avons souligné le rôle important joué dans la reconstruction par le changementde variable  = ln� et l'introduction d'un a priori sur . Toutefois, plutôt qu'une re-paramétrisation dans la densité, nous proposons ici d'utiliser un changement de variablealéatoire (cf. chapitre I � 3.4.1). Nous n'avons plus en e�et de besoin de conserver le MAPpar transformation puisque nous cherchons à estimer la MP. Ensuite, ce type de change-ment de variable permet que le nuage de points échantillonnés sous la nouvelle loi soitl'image par le changement de variable du nuage de points sous l'ancienne. En�n, dans lamesure ou le changement de variable est e�ectué pixel par pixel (ce qui est le cas ici),sa matrice jacobienne est diagonale. Le caractère markovien de la loi de départ est doncconservé avec la même structure de voisinage.Nous commençons donc par présenter la loi à échantillonner en fonction de �. Nouschoisissons ici une loi a priori dont l'énergie présente la formeUapr(�) = 12�� kH ln�k2 + � kln�k2�: (V.48)On a donc une loi a priori Gauss-Markov sur les di�érences premières en ln� (sur unvoisinage d'ordre 1), via la matrice de di�érence H (de taille Q�P ), et gaussienne (rap-pel à 0), via le terme de pénalisation � kln�k2. Ce dernier terme est destiné à interveniravec un très petit coe�cient � > 0 de façon à rendre la loi a priori intégrable et à limi-ter d'éventuelles instabilités numériques. La formule de changement de variable aléatoiredonnée par l'équation (I.29), appliquée sur la loi a priori avec la transformation � 7! �,



142 CHAPITRE V. ÉCHANTILLONNAGE STOCHASTIQUE ET BILINÉARITÉaboutit à la densité a priori suivante :papr() / exp�Japr() (V.49)où Japr() = 12�� kHk2 + � kk2 � PXp=1 p�; (V.50)le dernier terme provenant du déterminant jacobien du changement de variable � = ln�qui s'écrit QPp=1(exp p). Posons par ailleursJTobs(; �v) := UTobs(exp; �v) (V.51)et Jobs() := Uobs(exp): (V.52)Alors, grâce à la règle de Bayes, les lois a posteriori s'écriventp() / exp��Jobs() + Japr()� (V.53)pour la loi respectant la contrainte etfT (; �v) / exp��JTobs(; �v) + Japr()� (V.54)pour la loi relaxée (i.e., la fonction d'importance) que l'on échantillonne e�ectivement.En posant fT (; �v) = fT ( �v j)fT (); (V.55)on s'aperçoit que fT ( �v j) est une densité gaussienne. Sa matrice de covariance R (detaille �NK � �NK avec �N := N � �N) est donnée parR�1 = diag f(R1)�1; ::; (RK )�1g;i.e., la matrice bloc-diagonale des (Rk)�1, où (Rk)�1 est dé�nie par(Rk)�1 = 1s2k �A21exp A12exp  + 1TA22expA22exp �:Quant à sa moyenne �m, elle vaut�m = �( �m1)t; ::; ( �mK )t�tavec (Rk)�1 �mk = 1s2k �A21exp�|kobs � (A21exp A11exp � 1TA22exp A21exp)�vkobs�:Par identi�cation, on en déduit fT () :fT () / exp�IT ()où IT () = 12 "� KXk=1 �mkt(Rk)�1 �mk+ KXk=1 A11exp�vkobs � �|kobs2s2k + A21exp �vkobs2Ts2k+� kHk2 + � kk2 � PXp=1 p# :
(V.56)



4. Estimation MP-EGP en TIÉ 1434.2 Stratégie de balayage et formules de mises à jourL'ensemble des sites à visiter comprend l'ensemble E des P éléments 
p pour  et (Kfois) l'ensemble �N des �N n÷uds intérieurs au domaine pour les �vk. Nous adoptons iciune stratégie de balayage site par site. En e�et, en règle générale, cette stratégie sembleplus e�cace en terme de vitesse de convergence qu'un balayage parallélisé. De plus, enraison du caractère non gaussien de la conditionnelle fT ( j �v), un tirage parallèle seloncette loi n'est pas simple. La stratégie que nous adoptons est donnée par le � noyau �algorithmique suivant :Pour p = 1; ::; P , faire� Échantillonnage de p selon fT (p j�p; �v), où l'indice �p désigne toutes les compo-santes de  excepté le p-ième ;� Mise à jour des grandeurs, dépendant de , nécessaires à l'échantillonnage : Aexp ;� Pour n 2 �S(p), l'ensemble des sommets voisins de l'élément p situés strictement àl'intérieur du domaine, pour k = 1; ::; K, faire� Échantillonnage de vkn selon la loi fT (vkn j �vk�n;) ;� Mise à jour des grandeurs, dépendant de �vk, nécessaires à l'échantillonnage :M 2vk .La stratégie de balayage consiste donc à alterner les visites des éléments et les visites dessommets de ces éléments (s'ils sont strictement situés à l'intérieur du domaine). En e�et,il semble qu'une modi�cation de la conductivité sur un élément a�ectera plus fortementles potentiels de ses sommets que des autres. Au cours d'un balayage, un sommet intérieursera donc visité autant de fois que le nombre d'éléments auquel il appartient. Remarquonsen outre l'importance d'optimiser la mise à jour de Aexp  et M 2vk , i.e., de ne mettre àjour que les composantes modi�ées de façon à diminuer le coût de calcul de l'algorithme.La rapidité �nale de l'algorithme dépend pour une bonne part de l'e�ort d'optimisationapporté à cet endroit. On peut aussi envisager d'ajouter JTobs(; �v) dans les grandeurs àcalculer dans la mesure où la mise à jour de ce critère ajoute peu à l'e�ort algorithmique encours (puisqu'il ne fait pas intervenir d'inversion de matrice et fait appel à des grandeurscalculées précédemment). Précisons maintenant les di�érentes mises à jour.4.2.1 Tirage des vkn et mise à jour des MvkLa mise à jour des vkn selon fT (vkn j �vk�n;) est relativement aisée puisque cette loi estune gaussienne monovariée, identi�able à partir de la relationfT (; �v) = fT (vkn j �vk�n;)fT ( �vk�n;):



144 CHAPITRE V. ÉCHANTILLONNAGE STOCHASTIQUE ET BILINÉARITÉEn rappelant que fT (; �v) / exp�JTobs(; �v) avecJTobs(; �v) = 12 264 KXk=1 A11exp �vkobs +A12exp  �vk � �|kobs2s2k + A21exp�vkobs +A22exp  �vk2Ts2k+� kHk2 + � kk2 � PXp=1 p# ; (V.57)on obtient aisément la variance �2nk de la caractéristique locale�2nk = s2khXi2 �N (Aexp )2in + 1T Xi2 �N (Aexp)2ini�1 (V.58)ainsi que sa moyenne �nk donnée par�nk�2nk = � 1s2k hXi2 �N (Aexp)in�Xj 6=n(Aexp )ijvkj � jobsi �+ 1T Xi2 �N (Aexp )in�Xj 6=n(Aexp )ijvkj �i; (V.59)qui su�sent pour faire un tirage selon fT (vkn j �vk�n;). Remarquons que ces deux expressionspeuvent être encore particularisées car la matrice Aexp est très creuse, ce qui limiteénormément le nombre de termes non nuls dans les sommations. En e�et, (Aexp)ij = 0s'il n'existe pas d'éléments communs aux sommets d'indices i et j. Le voisinage a posterioridu n÷ud n se réduit donc, d'une part aux éléments communs au n÷ud n et d'autre partaux n÷uds distincts de n situés sur ces éléments. On peut dès lors mettre à jour les Kmatrices Mvk . Partant de l'équation V:14, si on � prime� les grandeurs mises à jour, ilvient (Mvk)0ip = (Mvk)ip + �(p; i; n)(vkn0 � vkn): (V.60)Le nombre d'éléments (i; p) à mettre à jour ainsi est réduit puisque �(p; i; n) = 0 si lessommets i et n ne sont pas communs à l'élément p. Si l'élément p comprend le n÷ud npour sommet, il existe 3 indices i correspondant à des �(p; i; n) non nuls. Pour un nombremoyen de 6 éléments comprenant le n÷ud n pour sommet, l'étape de remise à jour desMvk comporte donc 18�K appels de la formule (V.60).4.2.2 Tirage des p et mise à jour de Aexp Le tirage des p selon fT (p j�p; �v) s'avère plus délicat puisque cette densité n'est pasgaussienne. Commençons pour cela par identi�er cette loi conditionnelle à partir de larelation fT (; �v) = fT (p j�p; �v)fT (�p; �v):



4. Estimation MP-EGP en TIÉ 145On a fT (; �v) / exp�JTobs(; �v), avec (en utilisant l'autre écriture du modèle relaxé)JTobs(; �v) = 12 " KXk=1 M 1vk exp  � �|obs2s2k+M 2vk exp 2Ts2k + � kHk2 + � kk2 � PXp=1 p# : (V.61)
L'identi�cation de la caractéristique locale à échantillonner fT (p j�p; �v) peut donc s'ef-fectuer à une constante multiplicative prèsfT (p j �p; �v) = 1ZTp exp�JTp(p) (V.62)avec JTp(p) := 12��p1e2p + �p2ep + �p32p + �p4p�; (V.63)où les �pi sont donnés par�p1 = KXk=1 1s2k hXn2 �N(Mvk)2np + 1T Xn2 �N(Mvk)2npi;�p2 = KXk=1 2s2k hXn2 �N(M 1vk )np�Xi6=p (Mvk)niei � jobsn ) + 1T Xn2 �N(Mvk)np(Xi6=p (Mvk)niei�i;�p3 = �h QXq=1(H)2qpi+ � et�p4 = 2�h QXq=1Xi6=p (H)qp(H)qii� 2:Remarquons que �p1 > 0 et �p3 > 0. Comme pour Aexp , le caractère creux des Mvkpermet de mettre à jour p à coût réduit. À partir de ce que nous venons de voir pourla mise à jour des Mvk , le voisinage a posteriori de l'élément p se compose d'une partde ses sommets et d'autre part des éléments voisins à l'ordre 2, i.e., tous les élémentspossédant un sommet commun avec lui. Remarquons que, puisque le voisinage a prioriintroduit par H est un voisinage d'ordre 1, le voisinage a posteriori n'est pas étendu audelà de l'ordre 2.La di�culté ici réside surtout dans le tirage selon fT (p j�p; �v) qui ne revêt pas laforme d'une densité connue. Pour e�ectuer un tirage de p selon cette densité, nous uti-lisons la méthode de réjection. Une présentation de cette méthode et son application autirage de p selon fT (p j�p; �v) sont détaillées dans l'annexe � 6.2. Retenons que l'emploide cette méthode, dont le coût algorithmique demeure peu élevé, s'avère particulièrementpratique pour mettre en ÷uvre un EG comportant des caractéristiques locales revêtantune forme plus élaborée qu'une densité gaussienne.



146 CHAPITRE V. ÉCHANTILLONNAGE STOCHASTIQUE ET BILINÉARITÉPour la mise à jour de Aexp , on peut, de même que pour les composantes des Mvk ,faire apparaître le tableau � dans l'écriture de Aexp . Nous établissons en e�et dansl'annexe � 6.1 que (Aexp )ij = PXp=1 �(p; i; j)eppour (i; j) 2 N 2. Il est dès lors aisé d'en déduire la formule de remise à jour de Aexp quisuit (Aexp )0ij = (Aexp )ij + �(p; i; j)(ep 0 � ep): (V.64)Comme pour lesMvk , le nombre de couple (i; j) à mettre à jour est limité puisque, à p �xé,�(p; i; j) est non nul uniquement si la paire de n÷uds fi; jg appartient à l'élément p, cequi donne 9 couples (i; j) (donc 9 éléments de Aexp ) à mettre à jour. Le nombre d'appelsde (V.64) se ramène donc à 6 en utilisant la propriété de symétrie (Aexp)ij = (Aexp)ji.4.2.3 Pondération des échantillonsLa dernière étape de la méthode consiste à mettre en ÷uvre l'échantillonnage pondérépour obtenir la MP. La constrainte d'espace � > 0 étant automatiquement véri�ée grâceau changement de variable  = ln�, il n'est pas nécessaire de rejeter des échantillonssuccessifs de l, l = L0; ::; L. Le choix de L dépend non seulement de la rapidité del'algorithme mais aussi des capacités et moyens de stockage disponibles. On obtient alorsMP = LXl=L0 !(l)lLXl=L0 !(l) (V.65)avec !() = p()fT ()/ exp�J() + IT ()/ exp�Jobs()� Japr() + ITobs() + ITapr(): (V.66)Or, d'après l'équation (V.56), ITapr() s'identi�e avec Japr(). On obtient donc, aprèsélimination des termes provenant de la régularisation,!() / exp�12 " KXk=1 [A11exp  �A12exp(A22exp )�1A21exp]�vkobs � �|kobs2s2k+ KXk=1 �mkt(Rk)�1 �mk � � KXk=1 A11exp �vkobs � �|kobs2s2k + A21exp�vkobs2Ts2k �# : (V.67)



5. Conclusion 147On observe que la calcul de la pondération fait appel à des structures algorithmiquesplus élaborées (inversion de matrices) que la phase d'échantillonnage. Toutefois, commece calcul n'est pas requis à chaque tirage mais après chaque balayage, cela alourdit peu lecoût algorithmique de la méthode (d'autant plus que les matrices à inverser sont creuses).5 ConclusionDans ce chapitre, nous tirons parti de la propriété structurelle de bilinéarité souscontrainte du problème de TIÉ (écrite sous la forme d'un modèle joint) pour proposerune méthode d'estimation spéci�que de la MP par échantillonnage de Gibbs pondéré(MP-EGP). Pour construire et valider cette méthode, nous nous appuyons d'une partsur les résultats théoriques de convergence de l'EG et de l'échantillonnage pondéré etd'autre part sur les résultats de simulations opérés sur un exemple bivarié. Ces résultatsvalident l'utilisation d'une fonction d'importance construite en relaxant la contrainte, etsemblent indiquer qu'une température de relaxation su�samment élevée doit être utiliséea�n de limiter l'erreur quadratique moyenne de l'estimée. Nous avons choisi un exemplesu�samment simple pour que l'étude ait une portée générale. En même temps, il constitueun bon re�et des di�cultés du problème de TIÉ et nous permet d'en tirer une méthodeMP-EGP adaptée.Pour celle-ci, nous exploitons les avantages obtenus pour le MAP (cf. chapitre IV)avec l'emploi de la log-conductivité  dans la régularisation, en le réintroduisant dansl'estimation MP, mais ici sous la forme d'un changement de variable aléatoire. La stratégiede balayage adoptée, utilisant comme seuls supports les sites un par un, consiste en unealternance entre les sites-éléments pour  et les sites-noeuds pour les potentiels internes�v. Bien que l'introduction de cette dernière grandeur par rapport au MAP augmente lenombre de données à estimer, le voisinage a posteriori de chaque caractéristique locale seréduit aux seuls sites adjacents du site visité, ce qui confère à chaque étape de l'algorithmeun coût de calcul très faible. La MP-EGP n'a pu, faute de temps, être mise en ÷uvre àce jour pour la TIÉ. Néanmoins, la convergence observée dans l'exemple bivarié laisseentrevoir de bons résultats pour cette méthode.



148 CHAPITRE V. ÉCHANTILLONNAGE STOCHASTIQUE ET BILINÉARITÉ6 Annexe6.1 Écriture des matrices Mv et A�La matrice Mv est dé�nie par la relationA�v =:Mv�:Posons � := 12vtA�v = 12vtMv�: (V.68)Alors, d'après les équations (III.36) selon laquelleA� = (IN �Wn )��(IN �Wn ) +Wn��Wnet l'équation (III.26a) qui s'écrit�� = Bt��B +Ct��C;on obtient � = 12vt�(IN �Wn )(Bt��B +Ct��C)(IN �Wn )�v:Posons BN := B(IN �Wn );CN := C(IN �Wn );Bn := BWnet Cn := CWn :Alors, on obtient� = 12 PXp=1� NXi=1 [(BN)pivi]2 + [(CN)pivi]2 + [(Bn)pivi]2 + [(Cn)pivi]2	:Or, d'après l'équation (V.68), on aMv = gradv(grad��)ce qui donne, point par point, l'expression de la matrice Mv :(Mv)n0p0 = @2�@vn0 @�p0= NXi=1 �(BN)p0n0(BN)p0i + (CN)p0n0(CN)p0i+ (Bn)p0n0(Bn)p0i + (Cn)p0n0(Cn)p0i�vi: (V.69)



6. Annexe 149En posant alors�(p; n; i) := (BN)pn(BN)pi + (CN)pn(CN)pi + (Bn)pn(Bn)pi + (Cn)pn(Cn)pi;on s'aperçoit que le tableau � de taille P �N �N est extrêment creux et qu'il ne dépendque des caractéristiques géométriques du maillage. De plus, on a la symétrie �(p; n; i) =�(p; i; n). On peut donc stocker � aisément et retenir que(Mv)np = NXi=1 �(p; n; i)vi: (V.70)On peut aussi exprimer les composantes de A� sous une forme similaire. En e�et, A�peut se mettre sous la formeA� = BtN��BN +CtN��CN +Btn��Bn +Ctn��Cn;ce qui revient à écrire, composante par composante(A�)ij = PXp=1�(BN )pi(BN )pj + (CN)pi(CN)pj + (Bn)pi(Bn)pj + (Cn)pi(Cn)pj��p;soit encore, sous une forme comparable à Mv,(A�)ij = PXp=1 �(p; i; j)�p: (V.71)6.2 Tirage par la méthode de réjectionLa méthode de réjection est surtout utilisée pour e�ectuer des tirages selon des lois mo-novariée. On peut en trouver une présentation dans [Chib et Greenberg 1994] ou dans desouvrages de programmation tels que [Press et coll. 1986]. Sa formulation est la suivante.Propriété V.1 (Méthode de réjection).Soit f(x) une densité de probabilité. Supposons que� Il existe une densité g(x) que l'on sait échantillonner ;� Il existe un réel � > 0 tel que, 8x; �f(x) 6 g(x).Alors, le tirage de x selon la procédure suivante1. Tirer xpot selon la loi g(x) ;2. Tirer u selon 1[0;1](u), distribution uniforme sur [0; 1] ;3. Si u 6 g(xpot)�f(xpot) , faire x xpot et sortir, sinon, aller en 1.est un tirage e�ectué selon f(x).



150 CHAPITRE V. ÉCHANTILLONNAGE STOCHASTIQUE ET BILINÉARITÉOn remarque entre autre qu'il n'est pas nécessaire de connaître �. Seule la connaissancedu produit �f(x) est requise, ce qui permet d'e�ectuer un tirage selon une densité f(x)sans connaître sa constante de normalisation. Ceci est particulièrement intéressant pourle cas qui nous intéresse puisque la densité que l'on cherche à échantillonner est du typef() = 1Zf exp�J()avec J() = 12��1e2 + �2e + �32 + �4�;avec Zf inconnu (et �1 > 0, �3 > 0). L'idée que nous mettons en ÷uvre ici consiste àutiliser comme majorant une densité gaussienne de sorte que la condition9 (�; g()) t.q. 8; �f() 6 g();se ramène, en posant g() = 1Zg exp�K();à la condition suivante9(�;K()) t.q. 8; � 1Zf exp�J() 6 1Zg exp�K();où K() = (��)22�2 . Dès lors, en posant�5 = �2ln�ZgZfla condition revient à 9(�; �; �5) t.q. 8; ( � �)22�2 6 J() + �52 :soit encore9(�; �; �5) t.q. 8; �1e2 + �2e + ��3 � 1�2 �2 + ��4 + 2��2 � + �5 � �2�2 > 0: (V.72)En choisissant de paramétrer la variance par�2 = 1�3et la moyenne par � = � �42�3 ;il su�t de déterminer un �5 tel que�1e2 + �2e + �5 � �244�3 > 0;
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Fig. V.11 - Méthode de réjection. Allures respectives de K() (��) et J() (�). Nousprenons ici �1 = 2, �2 = �4, �3 = 4 et �4 = 8. Nous choisissons le coe�cient �5 =�24=4�3 + �22=4�1 = 6 qui véri�e au plus juste la condition (V.74).
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Fig. V.12 - Méthode de réjection. Allures respectives de g() (délimitant la cloche en grisclair) et �f() (délimitant la cloche en gris foncé), avec les mêmes choix de coe�cientsque dans la Fig. V.11. Le taux de réjection de cette méthode d'échantillonnage vaut lerapport de l'aire comprise entre les deux courbes (en gris clair) sur l'aire comprise sousg (somme des aires en clair et en foncé). Pour la minimiser, on choisit le coe�cient �5qui véri�e au plus juste les conditions �nales (V.74) et (V.75).



152 CHAPITRE V. ÉCHANTILLONNAGE STOCHASTIQUE ET BILINÉARITÉou bien encore �1�2 + �2� + �5 � �244�3 > 0 (V.73)avec � > 0. Si l'argument du minimum de cette parabole (qui vaut �min = ��2=2�1) eststrictement positif, (i.e., puisque �1 > 0, si �2 < 0), alors la condition devient�224�1 � �222�1 + �5 � �242�3 > 0i.e., �5 > �244�3 + �224�1 (V.74)tandis que si �min 6 0, (i.e., �2 > 0) il apparaît de suite que la condition devient�5 > �244�3 : (V.75)Pour minimiser le taux de réjection, on prendra le coe�cient �5 qui véri�e au plus juste,soit la condition (V.74) si �2 < 0, soit la condition (V.75) si �2 > 0 (cf. Figs. V.11 etV.12).L'algorithme de tirage de la loi f() se résume donc à la procédure suivanteu 2 ;pot = 0 ;Tant que u > exp�J() +K()� �5, faire� Tirer pot � N (�; �2) ;� Tirer u selon 1[0;1](u), distribution uniforme sur [0; 1]. = pot.



CONCLUSIONRÉSUMÉ DE L'ÉTUDE ET PERSPECTIVES
La principale difficulté lors de la résolution du problème inverse de tomographied'impédance électrique provient du caractère non linéaire du liant les grandeursobservées (potentiels et courants électriques) à la grandeur recherchée.La construction d'un simulateur numérique reproduisant �dèlement le phénomèneconstitue donc une première di�culté. Nous montrons que l'utilisation de la méthodedes éléments �nis pour modéliser le problème direct s'avère particulièrement intéressanteen TIÉ. En e�et, le découpage du milieu en éléments permet de construire un modèlequi s'adapte de manière très souple à la géométrie du milieu étudié. Ensuite, l'ordre peuélevé des fonctions de base utilisées (ordre 0 et 1) induit des matrices de rigidités trèscreuses et, par conséquent, des coûts de calculs très peu élevés. En�n, avec la MÉF, onobtient une précision d'approximation du modèle direct comprise entre 50 et 70 dB , i.e.,de l'ordre de grandeur des incertitudes sur les mesures. Par conséquent, le caractère nonlinéaire du problème direct est correctement préservé par la méthode.Le problème inverse de TIÉ est un problème mal-posé. Ceci explique l'instabilité d'ungrand nombre de méthodes d'estimation (non régularisées) utilisées jusqu'ici. Dans cetravail, nous proposons et mettons en ÷uvre une méthode d'estimation de type maxi-mum a posteriori reposant sur l'introduction d'une loi a priori Huber-Markov sur lalog-conductivité. Une minimisation e�cace du critère (non convexe) est obtenue par laméthode du gradient pseudo-conjugué. Les résultats obtenus font valoir des améliorationsen terme de robustesse au bruit, de contraste, de rapidité d'exécution et de qualité de re-construction (la loi Huber-Markov favorisant la conservation des discontinuités de l'objetlors de la reconstruction).En dernier lieu, nous présentons une méthode (MP-EGP) d'estimation de la moyennea posteriori qui exploite directement une écriture bilinéaire du problème direct de TIÉ,appelée modèle joint. En e�et, cette propriété, souvent utilisée dans les méthodes déter-ministes d'estimation, est quasiment demeurée inexploitée à ce jour dans le cadre desméthodes stochastiques d'estimation pour les problèmes inverses non linéaires. D'autrepart, il apparaît que les méthodes de Métropolis ou de recuit simulé, appliquées à ce typede problèmes, sont d'un coût de calcul trop élevé pour être utilisables. Pour tirer parti decette propriété, la méthode MP-EGP utilise un échantillonnage de Gibbs avec une stra-tégie de balayage site par site. Le caractère contraint de cette écriture bilinéaire constitueune di�culté supplémentaire qui est résolue grâce à l'introduction d'une correction paréchantillonnage pondéré. Un exemple simple illustre le comportement, les di�cultés ainsi153



154 CONCLUSIONque la convergence de la méthode proposée.La poursuite de toute cette étude peut être complétée dans plusieurs directions :� Bien évidemment, le premier travail réside dans la mise en ÷uvre et la validation dela méthode MP-EGP en TIÉ. Une mise en ÷uvre à partir de routines Cmex commandéesdepuis Matlab est actuellement en cours ;� Si les résultats obtenus à partir de cette méthode s'avèrent prometteurs, l'intro-duction de lois a priori non gaussiennes (e.g., de type L1) sur la log-conductivité peutêtre envisagée de façon à mieux restaurer les discontinuités ;� Il peut être intéressant d'étudier, pour comparaison avec la méthode MAP proposéeici, une méthode d'estimation MAP de  construite, non plus avec un changement deparamètre dans la densité a posteriori mais par un changement de variable aléatoire ;� Il sera également envisageable d'étudier l'introduction de ra�nement de maillagesopérés, au cours de l'optimisation, dans des zones bien délimitées du milieu, par exemple,aux endroits où apparaissent d'importantes di�érences entre les log-conductivités. Cecipermettrait d'augmenter la résolution de l'estimateur de manière presque aussi e�cace etmoins coûteuse qu'un ra�nement général du maillage ;� En�n, il est bien sûr souhaitable de tester la méthode à partir de données réellementobservées. Dans ce cas, l'incorporation dans le modèle direct, de la connaissance exactede la conductivité des électrodes, ainsi que leur géométrie, pourront être pris en comptegrâce à la souplesse de la MÉF.Dans le cadre de perspectives plus fondamentales, la possibilité d'incorporation au seinde la méthode MP-EGP, d'une étape d'estimation des hyperparamètres, pourra être étu-diée, à l'instar des travaux proposés dans [Cheng et coll. 1996] en déconvolution myope.Par ailleurs, l'exploitation des méthodes que nous proposons ici en TIÉ peut s'étendre àd'autres problèmes inverses non linéaires. Ainsi, des problèmes de tomographie (commela tomographie à ondes di�ractées ou à courant de Foucault par exemple) sont suscep-tibles d'être exploités avec la MÉF. Des étapes dans ce sens ont déjà été franchies dans[Carfantan 1996] avec l'utilisation de la méthode des moments (méthode mixte). Toute-fois, les matrices de rigidité obtenues avec cette méthode sont pleines, ce qui limite lescapacités d'inversion et le nombre de pixels à étudier. De manière générale, tout problèmeinverse non linéaire modélisé à partir de méthodes discrètes (et non plus mixtes) commela MÉF, est susceptible d'être exploité e�cacement grâce au caractère creux des tenseursintervenant dans leur modèle direct.
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NOM : MARTIN Prénom : ThierryTitre : Inversion bayésienne du problème non linéaire de tomographie d'impédance électriquemodélisé par une méthode d'éléments �nis.Title : Bayesian resolution of the non linear inverse problem of Electrical Impedance Tomographywith Finite Element modeling.Résumé : L'estimation de distributions de résistivité, connue sous le nom de tomographied'impédance électrique (TIÉ), est un problème inverse non linéaire et mal posé. Pour formuler leproblème direct, il est nécessaire, dans le cas général, d'utiliser une approximation car l'équationaux dérivées partielles régissant l'expérience ne possède pas de solution explicite. L'emploi de laméthode des éléments �nis (MÉF) nous permet de concevoir, pour une faible charge de calcul,un modèle direct qui, non seulement préserve le caractère non linéaire du phénomène mais pos-sède également une précision su�sante pour l'inversion. Nous opérons une régularisation dans lecadre bayésien en introduisant des lois a priori markoviennes sur la log-conductivité. Le systèmede voisinage de ces lois est construit directement à partir du maillage triangulaire adopté pourla MÉF. Nous proposons d'abord une estimation du maximum a posteriori (MAP) de la densitéobtenue avec une loi a priori Huber-Markov qui favorise des reconstructions douces tout en au-torisant des discontinuités locales. Le critère résultant est minimisé par la méthode du gradientpseudo-conjugué. Par rapport aux méthodes préexistantes, les simulations montrent de nettesaméliorations des estimations sur les plans de la robustesse au bruit, de la rapidité d'exécutionainsi que la capacité à restaurer des distributions contrastées et discontinues. Nous présentonsensuite le problème de TIÉ sous une forme bilinéaire contrainte. Exploitant cette propriété ainsique le caractère très creux de la modélisation MÉF, nous proposons une méthode stochastiqued'estimation de la moyenne a posteriori (MP) de la log-conductivité. La moyenne des pointsobtenus par échantillonnage de Gibbs d'une fonction d'importance, corrigée par une pondérationbien choisie, converge vers l'espérance recherchée.Abstract : Resistivity distribution estimation, widely known as Electrical Impedance Tomog-raphy (EIT), is a non linear ill-posed inverse problem. However, the partial derivative equationruling this experiment yields no analytical solution for arbitrary conductivity distribution. Thus,solving the forward problem requires an approximation. The Finite Element Method (FEM) pro-vides us with a computationally cheap forward model which preserves the non linear image-datarelation and also reveals su�ciently accurate for the inversion. Within the Bayesian approach,Markovian priors on the log-conductivity distribution are introduced for regularization. Theneighborhood system is directly derived from the FEM triangular mesh structure. We �rst pro-pose amaximum a posteriori (MAP) estimation with a Huber-Markov prior which favours smoothdistributions while preserving locally discontinuous features. The resulting criterion is minimizedwith the pseudo-conjugate gradient method. Simulation results reveal signi�cant improvementsin terms of robustness to noise, computation rapidity and ability to estimate discontinuous andhighly contrasted distribution. Then, we give a constrained bilinear presentation of the EITproblem. Taking advantage of such a structure as well as the high sparsity of the MEF mod-eling, we propose a stochastic estimation method of the log-conductivity posterior mean (PM).Actually, the sought expectation is obtained from the convergence of a Gibbs sampled cloud ofpoints that are averaged with an Importance Sampling weighting.Mots clefs : Tomographie d'impédance électrique, éléments �nis, maximum a posteriori, champde Markov, gradient conjugué, bilinéarité, échantillonneur de Gibbs, échantillonnage pondéré.Keywords : Electrical Impedance Tomography, Finite Element Method, maximum a posteriori,Markov Random Field, conjugate gradient, bilinearity, Gibbs Sampler, Importance Sampling.


